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Uvod

Ideja formalnih logickih sustava za rasudivanje o korektnosti racunalnih programa
potjece jos iz 1960-ih godina. Jedan od takvih sustava poznat kao Hoareova ili
Floyd-Hoareova logika predlozio je 1969. C. A.R. Hoare, a slican sustav dao je
prije njega i R. Floyd. U Hoareovoj logici programi su predoceni kao svojevrsni
logicki veznici koji se mogu kombinirati u slozenije veznike.

U sklopu kolegija o semantici programa V. Pratt je 1974. ideje Hoareove logike
pretocio u kontekst modalne logike i time uveo dinamicku logiku. Iz materijala
s predavanja napisao je clanak [17] koji je objavljen 1976. U dinamickoj logici
programi su reprezentirani kao modalni operatori, a nivo rasudivanja analogan je
logici prvog reda.

Potaknuti Prattovim radom, M. Fischer i R. Ladner su u ¢lanku [7] definirali
propozicionalnu varijantu dinamicke logike. Ona je u odnosu prema dinamickoj
logici kao klasiéna logika sudova (propozicionalna logika) prema logici prvog reda.
lako je izrazajno slabija, jos uvijek je pogodna za rasudivanje o racunalnim pro-
gramima, a primjenu je nasla i u drugim podruc¢jima poput lingvistike, filozofije i
umjetne inteligencije.

Propozicionalna dinamicka logika glavna je tema ovog diplomskog rada. Me-
dutim, cilj nije dati pregled njenih brojnih primjena. Ona nas zanima prvenstveno
kao primjer logike koja ima odredenu strukturu na skupu modalnih operatora. 1z
te strukture proizlaze zanimljiva svojstva, a glavni cilj ovog rada je demonstrirati
ona osnovna, kao i tehnike kojima se do njih dolazi.

Diplomski rad podijeljen je na cetiri poglavlja. U prvom poglavlju uvode se

osnovni pojmovi. Definira se jezik propozicionalne dinamicke logike, uvodi se
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UvoD iii

semantika okvira i modela i razmatra se vazan alat u modalnoj logici—filtracije.
Dokazuju se osnovni rezultati vezani uz uvedene koncepte.

Drugo poglavlje posveceno je uspostavljanju veze izmedu propozicionalne dina-
micke logike i odredene klase relacijskih struktura, tzv. regularnih okvira. Pokazuje
se da je propozicionalna dinamicka logike adekvatna i slabo potpuna u odnosu na
klasu regularnih okvira. Osim toga, razmatra se zasto ne vrijedi i jaka potpunost.

U tre¢em poglavlju analizira se problem ispunjivosti propozicionalne dinamicke
logike. Pokazuje se da je problem odluciv, a odreduje se i njegova slozenost. Naime,
taj problem spada u klasu EXPTIME-potpunih problema.

U zavrsnom poglavlju daje se pregled varijanti propozicionalne dinamicke logike
koje nastaju sintaktickim i semantickim modifikacijama. U sintakticke spada obo-
gacivanje jezika, a u semanticke ogranicavanje klase struktura koje razmatramo. U
zavrsnom poglavlju spominje se i jedan otvoren problem vezan uz propozicionalnu
dinamicku logiku: problem Craigove interpolacije.

Bibliografija sadrzi reference na temelju kojih je nastao diplomski rad. Osnovna
referenca je knjiga [4]. Odlican pregledni ¢lanak o propozicionalnoj dinamickoj
logici moze se naéi na Internetu [1]. Za teoriju izracunljivosti i slozenosti glavna
referenca je [19], a problem Craigove interpolacije razmatra se u [13]. Bibliografija
sadrzi i reference koje nisu direktno koristene, a mogle bi biti zanimljive citatelju.

Na kraju ovog uvoda koristim priliku da se zahvalim mentoru, doc. dr. sc. Mla-
denu Vukoviéu, na pomoci pri izboru teme, ustupljenoj literaturi, kvalitetnim sa-
vjetima te, prije svega, na iznimno dobrim i zanimljivim predavanjima koja su
u meni pobudila interes za matematicku logiku. Zahvaljujem se i kolegama logi-
carima na motiviraju¢em ozracju koje stvaraju, a i svim citateljima koji odluce

posvetiti svoje vrijeme ovom diplomskom radu.



POGLAVLJE

Osnovne definicije i rezultati

U nase istrazivanje modalnih logika i posebno propozicionalne dinamicke logike
kre¢emo definiranjem modalnih jezika. Prvo definiramo osnovni modalni jezik, koji
zatim generaliziramo kako bismo dobili jezik propozicionalne dinamicke logike.

U drugom odlomku definiramo modalne i normalne modalne logike, skupove
modalnih formula koji sadrze odredene formule—aksiome i zadovoljavaju odredene
uvjete zatvorenja. Propozicionalna dinamicka logika (PDL) je jedna konkretna
normalna modalna logika koju u ovom odlomku takoder definiramo.

Modalnim jezicima dajemo smisao u tre¢em odlomku, povezujuéi ih s rela-
cijskim strukturama. Uvodimo dva nivoa na kojima modalni jezici ,pri¢aju” o
strukturama: nivo modela i nivo okvira. Uz modele veze se pojam istinitosti, a uz
okvire pojam wvaljanosti formula.

U trecem odlomku takoder uvodimo posebnu klasu okvira, tzv. regularne ok-
vire. Jedan od ciljeva u ostatku rada bit ¢e uspostaviti vezu izmedu sintakticke
karakterizacije PDL iz drugog odlomka i semanticke karakterizacije u vidu re-
gularnih okvira. Naime, vidjet ¢emo da je PDL upravo logika klase regularnih
okvira.

Na kraju poglavlja bavimo se vaznim alatom teorije modela modalne logike—
filtracijama. One nam omogucuju da iz ve¢ postojec¢ih modela konstruiramo nove,
sa svojstvima koja polaznim modelima nedostaju (npr. konacnost, $to ¢e biti vazno

u tre¢em poglavlju).
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1 Modalni jezik

Jezici propozicionalne modalne logike su jezici logike sudova obogaceni tzv. mo-
dalnim operatorima ili modalnostima. Iako su na prvi pogled tek neznatno kom-
pliciraniji, izrazajnost im je vrlo velika. Cak tolika da je u osnovnom modalnom
jeziku moguce izraziti svojstva koja se ne mogu izraziti u logici prvog reda.
Najjednostavniji modalni jezik dobijemo kad jeziku logike sudova dodamo jedan

unarni modalni operator:

Definicija 1.1. Osnovni modalni jezik ¢ine skup propozicionalnih varijabli ® cije
elemente oznaCavamo s p, ¢, r, itd. te unarni modalni operator < (engl. diamond).

Formula ¢ osnovnog modalnog jezika dana je produkcijskim pravilom

pu=plL]-¢[oVe]| O,

pri ¢emu p prolazi po elementima od ®. Skup svih formula oznacavamo s Formy,
ili s Formg(®) kad zelimo naglasiti koji skup propozicionalnih varijabli koristimo.
Uvodimo i dualni operator O (engl. boz) definiran s O¢ := =<—¢, te uobicajene

pokrate za konstantu istine, konjunkciju, kondicional i bikondicional:

T:=-1, ¢ — =0V,
AV i==(mpV ), P i=(0— )N (Y — ).

Napomenimo da, iako ne specificiramo kardinalni broj card(®) skupa propozici-
onalnih varijabli, u ostatku teksta smatramo da je taj skup prebrojiv. U slucaju da
nam negdje kao pretpostavka treba npr. konacan skup propozicionalnih varijabli,
to ¢emo posebno naglasiti.

Formulu ¢¢ mozemo citati na nekoliko nacina. Jedan od njih je ,moguce je
¢”. U tom slucaju, O¢ se ¢ita ,nuzno je ¢”. U logici znanja formula O¢ bi se ¢itala
»agent zna ¢” (u toj logici se obi¢no umjesto simbola O koristi slovo K). U logici
dokazivosti O¢ se ¢ita ,,dokazivo je ¢”.

Osnovni modalni jezik mozemo generalizirati u dva pravca. Prvi je dozvoliti
proizvoljan broj modalnih operatora. Drugi je dozvoliti modalne operatore razli-
¢itih mjesnosti (broja argumenata na koje se odnose). Buduéi da se jezik propozi-
cionalne dinamicke logike sastoji samo od unarnih modalnih operatora, ne¢emo se

previse zamarati definiranjem opéeg modalnog jezika. Medutim, valja napomenuti
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da svi rezultati koji nisu usko vezani za propozicionalnu dinamicku logiku vrijede

i za takav op¢i modalni jezik.

Definicija 1.2. Neka Il konacan ili prebrojiv skup ¢ije elemente zovemo osnovni
programi, a oznaCavamo s a, b, ¢ itd. Skup programa Il dan je produkcijskim
pravilom:

Tu=a|mom | mUm | T,

pri ¢emu a prolazi skupom II,.

Jezik propozicionalne dinamicke logike sastoji se od skupa propozicionalnih
varijabli ® i od skupa unarnih modalnih operatora {(r) | 7 € II} indeksiranih
skupom programa II.

Formula ¢ u ovom jeziku dana je produkcijskim pravilom:

pu=plL-¢[oVy|(me,

pri ¢emu p prolazi skupom &, a m skupom II. Skup svih formula jezika propozi-
cionalne dinamicke logike oznacavamo s Formppy, ili s Formppr(®) kad zelimo

naglasiti koji skup propozicionalnih varijabli koristimo.

Kao i kod osnovnog modalnog jezika, uvodimo uobicajene pokrate za konjunk-
ciju (A), kondicional (—), bikondicional («+) i logicku konstantu T. Uvodimo i
dualne modalne operatore: za modalni operator (7) uvodimo operator [x].

Intuitivnu ideju jezika propozicionalne dinamicke logike mozemo shvatiti tako
da zamislimo racunalo kao skup stanja odredenih primjerice sadrzajem svih memo-
rijskih lokacija i procesorskih registara, i skup programa koji omogucuju prelazak
iz jednog stanja u drugo. Na raspolaganju imamo osnovne programe koje mozemo
kombinirati kako bismo dobili slozenije, a dozvoljeni su nam sljedec¢i programski

konstruktori:

izbor Ako su m i programi, onda je i m U program. (m;Umy nedeterministicki

izvodi my ili my.)

kompozicija Ako su m i my programi, onda je i m o my program. (m o my prvo

izvodi 7, a onda m5.)

iteracija Ako je 7 program, onda je i 7* program. (7* izvodi program 7 konacan

broj puta (moze i nula puta).)
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U skladu s tim, formulu (7)¢ bismo mogli ¢itati kao ,neko izvodenje programa m
iz trenutnog stanja vodi u stanje u kojem je ¢ istinita”. Interpretacija formule s
dualnim oparatorom [r]¢ tada bi bila  svako izvodenje programa 7 iz trenutnog
stanja vodi u stanje u kojem je ¢ istinita”.

Na kraju ovog odlomka definiramo jo$ uniformnu supstituciju. Definiciju da-
jemo za jezik propozicionalne dinamicke logike. Jasno je kako bismo je reducirali

na osnovni modalni jezik.

Definicija 1.3. Neka je ® skup propozicionalnih varijabli. Supstitucija je svaka
funkcija o: ® — Formppp(P).
Supstitucija ¢ inducira funkciju (1)7: Formppr(®) — Formppr(®), defini-

ranu rekurzivno:

p’ = a(p),
17 = 1,
(—9)” = =97,

(pV)7 = ¢7 V7,
(m)@)7 = (m)¢,
za sve p € O, formule ¢, i programe 7 € II. Takvu funkciju zovemo uniformna
supstituctja.
Kazemo da je x supstitucijska instanca formule ¢ ako postoji supstitucija 7

takva da je ¢" = x.

2 Modalne i normalne modalne logike

Definicija 2.1. Modalna logika A je skup modalnih formula koji sadrzi sve tauto-
logije logike sudova i zatvoren je na modus ponens (ako su ¢ i ¢ — 1 u A, onda je
i u )i uniformnu supstituciju (ako je ¢ € A, onda su i sve njene supstitucijske
instance u A).

Ako je ¢ € A, kazemo da je ¢ teorem od A i pisSemo -, ¢ (ili samo - ¢ kad je

A jasna iz konteksta), u protivnom piSemo ¥, ¢ (odnosno samo ¥ ¢).
Definicija 2.2. Modalna logika A je normalna ako sadrzi aksiome

(K) O(p —¢) = (Op — 0Og)
(Dual)  <Op < —O-p
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i zatvorena je na generalizaciju (ako je Fy ¢, onda je i 5 O¢).

Definiciju normalne modalne logike u jeziku propozicionalne dinamicke logike
ne¢emo posebno navoditi. Napomenimo samo da bi za svaki modalni operator [r]

imali po jedan aksiom K i Dual, kao i odgovarajuce pravilo generalizacije.

Primjer 2.3. (i) Skup svih formula je normalna modalna logika. Zovemo je

inkonzistentna logika.

(ii)) Ako je {A; | i € I} familija (normalnih) modalnih logika, onda je M;c; A

(normalna) modalna logika.

(iii) Iz (i) i (ii) slijedi da postoji minimalna modalna logika koja je sadrzi neki skup
formula I'. Zove se logika generirana skupom I'. Logika generirana praznim
skupom zove se PC. Ona sadrzi samo tautologije, i to propozicionalne i mo-
dalne tautologije (dobivene iz propozicionalnih uniformnom supstitucijom).

Sadrzana je u svakoj drugoj modalnoj logici.

(iv) Analogno, postoji normalna modalna logika generirana skupom I'. Normalna
logika generirana praznim skupom zove se K i sadrzana je u svakoj dru-
goj normalnoj modalnoj logici. Napomenimo da su PC i K razlicite logike,
tj. aksiomi K i Dual zajedno s pravilom generalizacije doista generiraju nove

formule.

Skup T" u primjeru (iv) zove se skup aksioma, a normalna modalna logika ge-
nerirana njime obi¢no se oznacava s KI'. Jos se kaze da je KI' aksiomatizirana
skupom I'. Naime, na ovom mjestu bismo mogli definirati jedan hilbertovski sis-
tem izvoda i dokaza, kao $to je to napravljeno u [4, str. 33]. Tada bismo mogli
pokazati da je normalna modalna logika KI' upravo skup svih formula izvedivih
iz I'. Medutim, hilbertovski sistem ipak ne uvodimo jer nemamo osobite potrebe
za njim.

Navedimo neke primjere aksioma i odgovaraju¢ih normalnih modalnih logika

koji ¢e nam kasnije posluziti za ilustraciju nadolaze¢ih koncepata:
(4) OOp — Op

(T) p—<p
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(B) p — O%p
(D) Oop— <p

Odgovarajuée normalne modalne logike generirane ovim aksiomima su redom K4,
T, B i KD. Kombiniranjem nekoliko aksioma dobivamo jos neke istaknute logike.
Npr. logika generirana aksiomima T i 4 oznacava se sa S4, a ako dodamo i aksiom
B, dobijemo S5.

Definicija 2.4. Ako je I' skup formula, a ¢ formula, kazemo da je ¢ izvediva u
A iz T (ili da je ¢ A-izvediva iz T') ako je Fp ¢ ili postoje formule ¢y, ... 1, € A
takve da je

Fa (V1 AL A YR) — @

U tom slucaju pisemo I' -5 ¢, a u protivnom I' ¥, ¢.
Skup formula I' je A-konzistentan ako je I' ¥4 L. U protivhom je A-inkon-
zistentan. Formula ¢ je A-konzistentna ako je skup {¢} A-konzistentan; inace je

A-inkonzistentna.
Jednostavno se provjere sljedece tri ¢injenice:

1. Skup I' je A-inkonzistentan ako i samo ako postoji formula ¢ takva da je
L'y o N —o.

2. Skup I' je A-inkonzistentan ako i samo ako za svaku formulu ¢ vrijedi " -, .

3. Skup I' je A-konzistentan ako i samo ako je svaki njegov konacan podskup

A-konzistentan.

Definicija 2.5. Logika A u jeziku propozicionalne dinamicke logike je normalna
propozicionalna dinamicka logika ako sadrzi svaku instancu sljede¢ih shema aksi-

(i) [7l(p — q) — ([7]p — [7]q)
(ii) (m)p < —[r]-p
(iii) (71 0 ma)p <= (m1)(m2)p

(iv) (m Uma)p < ({(m1)p V (m2)p)
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(V) (7)p < (pV (7){7*)p)
(vi) [m*](p — [7]p) — (p — [7*]p)

i zatvorena je na modus ponens, uniformnu supstituciju i generalizaciju (F, ¢
povlaci 5 [7]¢ za svaki program 7 € II). Najmanju normalnu propozicionalnu

dinamicku logiku zovemo PDL.

Aksiomi (i) i (ii) iz prethodne definicije odgovaraju aksiomima K i Dual iz
definicije 2.2. Aksiomi (iii)—(vi) osigurat ¢e da interpretacija operacija U, o i % na
programima iz definicije 1.2 bude zadovoljena. Sto to to¢no znaéi postat é¢e jasno
u sljede¢em odlomku kad uvedemo pojam regularnog okvira. Napomenimo jos da

se aksiom (vi) zove Segerbergov aksiom ili aksiom indukcije.

3 Modeli i okviri

Dosadasnja rasprava bila je iskljucivo sintakticka. Pricali smo o jezicima, formu-
lama, normalnim modalnim logikama, aksiomima, teoremima, pravilima izvoda,
izvedivosti formule iz skupa formula i konzistentnosti. No, sto znaci da je neka
formula istinita? Spomenuli smo kako se uobic¢ajeno ¢itaju formule s modalnim
operatorima. Je li onda formula ¢ — ¢ (,ako je ¢, onda je moguée ¢”) istinita?
A formula 0O¢p — <@ (,ako je nuzno ¢, onda je moguée ¢”)? Kod Segerbergovog
aksioma nas ve¢ zaboli glava razmisljaju¢i. Da bismo odgovorili na ta i sli¢na
semanticka pitanja uvodimo pojmove okvira i modela te definiramo istinitost i

valjanost formula.

Definicija 3.1. Okvir za osnovni modalni jezik je ureden par § = (W, R) pri cemu
je W neprazan skup (nosac¢), a R binarna relacija na W (relacija dostizivosti).
Elemente od W zovemo razlic¢itim imenima: svjetovi, tocke, stanja.

Model za osnovni modalni jezik je par 9 = (§,V) pri ¢emu je § okvir, a
V:® — P(W) funkcija koja svakoj propozicionalnoj varijabli p € ® pridruzuje
podskup V(p) od W. Funkciju V zovemo wvaluacija. Kazemo da je model 90t

baziran na okviru §.

Definicija 3.2. Neka je w stanje u modelu 9t = (W, R, V). Induktivno definiramo
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istinitost formule ¢ u stanju w modela M (oznaceno s M, w I ¢):

Mwlkp & weV(p), pricemuped
M, w - L nikad
M wlk—¢p < nije M wlk @
MuwlFoVy < Mwlk¢ili Mwl-P
M wl-<Cp & postoji v € W takav da je Rwv i 9, v IF ¢

Skup formula ¥ je istinit u stanju w modela M (oznaceno s M, w I+ X) ako je

svaka formula iz ¥ istinita u stanju w.

Iz definicije se lako vidi da je 9, w |- O¢ ako i samo ako za svaki v € W, Rwv
povlaci M, v I- ¢. Nadalje, slucajevi istinitosti formula oblika T, ¢ A, ¢ — Y i
¢ < 1 su ocekivani.

AKko ¢ nije istinita u stanju w modela 91, piSemo 9, w ¥ ¢. Ako je 91 jasan
iz konteksta, ¢esto krace pisemo w IF ¢ za MM, w IF ¢ i w W ¢ za M, w k¥ ¢.

Definicija 3.3. Formula ¢ je globalno ili univerzalno istinita na modelu 90t (90 I+
¢) ako je istinita u svim stanjima tog modela. Formula ¢ je ispunjiva na 9 ako
postoji stanje w u MM u kojem je istinita; ispunjiva je ako postoji model na kojem
je ispunjiva. Formula je oboriva na 90t ako je njena negacija ispunjiva na M, a
oboriva je ako je njena negacija ispunjiva.

Skup formula ¥ je globalno istinit (odnosno ispunjiv) na modelu 9t ako je

istinit na svim stanjima (odnosno nekom stanju) tog modela.

Definicija 3.4. Formula ¢ je valjana u stanju w okvira § (F,w Ik ¢) ako je istinita
u w na bilo kojem modelu baziranom na §. ¢ je valjana na okviru § (§ I+ ¢) ako
je valjana u svakom stanju tog okvira. ¢ je valjana na klasi okvira F (F IF ¢) ako
je valjana na svakom okviru § € F. Konacno, ¢ je valjana (IF ¢) ako je valjana na
klasi svih okvira. Skup svih valjanih formula na klasi okvira F oznacavamo s Af i

zovemo logika klase okvira F.

Lako se vidi da je Ag doista jedna normalna modalna logika. Za primjer,
pokazimo da se aksiom K nalazi u Ag.
Pretpostavimo da je 991 model baziran na okviru iz F i w proizvoljno stanje

u tom modelu. Neka je w IF O(p — ¢) i pretpostavimo w IF Op. Neka je v
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proizvoljno stanje takvo da je Rwv. Tada vrijedi v IF p — ¢ i v IF p. Stoga mora
biti v IF ¢, iz cega slijedi w I Og. Drugim rije¢ima, dokazali smo da je aksiom K
istinit na w. Kako su w i 9 bili proizvoljni, zaklju¢ujemo da je K valjan na F pa
je sadrzan u Af.

Zatvorenost skupa Ag na pravila izvoda slijedi iz ove leme:

Lema 3.5. Pravila izvoda (modus ponens, generalizacija i uniformna supstitucija)
cuvaju valjanost. Preciznije, ako je F klasa okvira, onda za sve formule ¢, 1 i

supstitucije o vrijedi:
1. FIF¢ i F I ¢ — ¥ povlaci F IF
2. FIF ¢ povlaci F I+ 0O¢
3. FIF ¢ povlaci F I+ ¢°.

Dokaz. Neka je 9 proizvoljan model baziran na okviru § iz F, a w proizvoljno

stanje iz 9.

1. Zbog F I ¢ i FIF ¢ — ¢ vrijedi M, w Ik ¢ i M, w IF ¢ — . Po definiciji
tada vrijedi 9, w I+ 1. Stoga je F IF 9.

2. Neka je v proizvoljno stanje iz 91 takvo da je Rwv. Zbog F |- ¢ specijalno
imamo I, v IF ¢. No tad je 9, w IF O¢ pa zbog proizvoljnosti F I+ O¢.

3. Definiramo valuaciju V' na §:
Vip) = {v| Mol o), ped

Pripadni model oznac¢imo s 9. Indukcijom po slozenosti dokazujemo da za

sve formule ¢ i stanja v vrijedi
M’ v Ik p ako i samo ako M, v |- 7.

Za propozicionalne varijable i L tvrdnja vrijedi po definiciji. Pretposta-
vimo da vrijedi za sve formule slozenosti manje od n i neka je ¢ slozenosti

n. Demonstrirajmo slucaj kad je ¢ oblika ¢’ (ostali sluc¢ajevi su sliéni i
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jednostavniji):

M v Ik Oy’ < postoji u, Rvu i 9, ulk ¢
& postoji u, Roui M, u - @
& Mo l- OP'?

< Mo l- (ng’)a

Time je tvrdnja dokazana. No sad F IF ¢ povlaci 9, w |- ¢ pa prema
dokazanom slijedi M, w IF ¢7. Zbog proizvoljnosti MM i w je onda F I ¢7. [

Napomenimo da za klasu modela M skup Ay = {¢ | M IF ¢} opéenito nije
modalna logika jer ne mora biti zatvoren na uniformnu supstituciju. To proizlazi
iz ¢injenice da uniformna supstitucija ne ¢uva globalnu istinitost na modelima:
ako je propozicionalna varijabla p globalno istinita na modelu, onda isto ne mora
vrijediti za varijablu r koja je supstitucijska instanca od p. Medutim, oznaku
An ¢emo svejedno ponegdje koristiti kao pokratu za skup svih formula globalno

istinitih na M.

Definicija 3.6. Neka su § = (W,R) i §' = (W', R') okviri, a M = (F,V) i
M = (F',V’) modeli koji su na njima bazirani. Neka je f: W — W’ funkcija.

Kazemo da je f izomorfizam okvira § i §' ako je bijekcija i zadovoljava uvjet:
(i) za sve w,v € W je Rwuv ako i samo ako je R’ f(w)f(v).
Ako uz to f zadovoljava i sljedeéi uvjet:

(ii) za sve propozicionalne varijable p i stanja w € W je w € V(p) ako i samo
ako je f(w) € V'(p),

kazemo da je f izomorfizam modela 9t i M.
Ukoliko postoji izomorfizam okvira § i §’, odnosno modela 9t i 9, kazemo da

su ti okviri, odnosno modeli, izomorfni.

Izomorfizam struktura je koncept koji je uobic¢ajen u gotovo svim podrucjima
matematike i logike. Strukture koje su izomorfne mozemo poistovijetiti, tj. mo-
zemo ih smatrati jednakima. One se, naime, razlikuju samo po prirodi elemenata
nosaca, no ,strukturalne” razlike nema. Uvjet (i) garantira da se relacije dostizi-

vosti ponasaju na isti nacin, a uvjet (ii) osigurava da je istinitost propozicionalnih
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varijabli u odgovaraju¢im stanjima modela jednaka. Preciznije, za sve propozici-

onalne varijable p i stanja w € W vrijedi:
M, w Ik p ako i samo ako M, f(w) IF p.
Indukcijom bismo to mogli prosiriti i na proizvoljne formule ¢:

M, w I ¢ ako i samo ako M, f(w) I+ ¢.

Iz toga proizlazi invarijantnost svojstava poput globalne istinitosti i valjanosti na
izomorfne modele, odnosno okvire.

Sto se ti¢e generalizacije definicija iz ovog odlomka za jezik propozicionalne
dinamicke logike, posebnih problema nema. Napomenimo da je okvir za taj jezik
oblika

(W, {R, | = € I1}) ili krace zapisano (W, R;)rerm-

Dakle, umjesto samo jedne relacije dostizivosti, okvir za jezik propozicionalne dina-
micke logike mora imati po jednu relaciju za svaki program 7 (tj. za svaki modalni
operator (m)). Takoder, u definiciji istinitosti umjesto slu¢aja formule oblika <o

imamo slucaj formule oblika ()¢, za svaki 7w € II:
M wlk (m)p < postoji v € W takav da je Rywv i 9, v Ik ¢.

Za dualne modalne operatore [7] imamo 9, w Ik [7]¢ ako i samo ako za svaki
ve W, R.wv povlaci I, v IF ¢.

Ono sto bismo htjeli kod okvira i modela za jezik propozicionalne dinamicke
logike je da odrazavaju intuitivnu interpretaciju programskih konstruktora U, o i

*x danu nakon definicije 1.2. Drugim rije¢ima, htjeli bismo sljedece:

RTI’1U7T2 == Rﬂ'l U Rﬂ'Q
Rmoﬂz - Rm © Rm - {(C(Z,y) | EIZ(Rme A Rﬂzzy)}

Ry = (Ry,)", refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije R, .

Stoga definiramo reqularan okvir za 11: okvir za jezik propozicionalne dinamicke
logike takav da je R, proizvoljna binarna relacija za svaki osnovni program a, a za
slozene programe 7, R, zadovoljava navedene induktivne uvjete. Regularan model

za II je model baziran na regularnom okviru za II.
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Prisjetimo se sad aksioma (iii)—(vi) u definiciji 2.5 normalne propozicionalne

dinamicke logike:

A ={{m oma)p > (m1)(m2)p, (m1 Uma)p < ({(m1)p V (m2)D),
(m)p < (pV (m){m")p), [*"](p — [7]p) — (p — [7"]p) | m € 11}

Pokazat ¢emo da su ti aksiomi dovoljno jaki da definiraju klasu regularnih okvira.

Drugim rijecima, vrijedi sljedec¢a propozicija:

Propozicija 3.7. Neka je R klasa reqularnih okvira, a § proizvoljan okvir. Tada
vrijedi:

§ € R ako i samo ako § IF A

Dokaz. Pretpostavimo da je § € R, tj. da je § regularan okvir. Moramo pokazati
da je svaka formula iz A valjana na §. To ¢emo uéiniti za aksiom (vi), tj. Seger-
bergov aksiom [7*](p — [r]p) — (p — [7*]p); za ostale se trivijalno vidi da su
valjani.

Neka je R proizvoljan model baziran na §, a w proizvoljno stanje. Pretposta-
vimo w I+ [7*](p — [x]p) 1 w IF p.

Indukcijom po n € w dokazujemo da (R;)"wv povlaéi v |- p. Baza (n = 0)
oc¢ito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n i neka je (R;)"™wv.
Tada postoji u takav da je (R;)"wu i Ryuv.

Zbog (R.)*wu i regularnosti modela imamo R wu. Stoga iz w I+ [7*](p —
[7]p) slijedi u IF p — [«w]p. Iz pretpostavke indukcije slijedi v IF p pa imamo
u lF [7]p. No onda v IF p. Time je indukcija zavrSena.

Ako je sad R,-wwv, zbog regularnosti okvira imamo (R,)*wv pa iz upravo do-
kazane tvrdnje slijedi v IF p. No to znaci w Ik [7*]p. Dakle, Segerbergov aksiom je
istinit na w pa je valjan na §.

Dokaz obratne implikacije je nesto slozeniji. Pretpostavimo da je § IF A i

dokazimo da vrijedi svaki od induktivnih uvjeta iz definicije regularnog okvira:

1. Pretpostavimo da je Rq or,wv. Odaberimo valuaciju na § takvu da je V(p) =
{v}; neka je 9 pripadni model. Tada je M, w IF (w1 o mo)p. Kako je aksiom

(iii) valjan na §, on je istinit u stanju w modela 9t pa vrijedi

M, w - (1) (7).
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Slijedi da postoji stanje u takvo da je R, wu i 9, u Ik (me)p. 1z ovog drugog
pak slijedi da postoji stanje v" takvo da je Rpuv’ i MM, 0" IF p. No v je
jedino stanje na kojem je p istinito pa mora biti v’ = v, tj. R;,uv. Time smo

pokazali da je (R, o Ry,)wv.

Istim zakljucivanjem unatrag dobije se da je Ry, o Ry, € Ry on,-
2. Analogno se iz valjanosti aksioma (iv) pokaze da je Ry m, = Rx, U Ry,.

3. Prvo indukcijom po n € w pokazujemo da je (R;)" C Ry«.

Za n = 0 moramo pokazati da je R« refleksivna relacija. Zato za proizvoljno
stanje w odaberimo valuaciju V' na § takvu da je V(p) = {w}; neka je M
pripadni model. Tad svakako vrijedi 9, w I p V (7)(7*)p pa onda zbog
valjanosti aksioma (v) na § vrijedi 9%, w Ik (7*)p. Stoga postoji w’ takav da
je R~ww' i M, w' IF p. No w je jedino stanje na kojem je istinito p pa mora

biti v’ = w, tj. Ry~ww.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n i neka su w i v stanja u § takva
da je (R;)""'wwv. Tada postoji stanje u takvo da je Rywu i (R;)"uv. Po
pretpostavci indukcije ovo drugo povlaci R -uv. Odaberemo valuaciju V' na
§ takvu da je V(p) = {v}; neka je 9 pripadni model. Tada je 9, u IF (7*)p,
M, w IF (m)(7*)p pa onda i M, w I pV (m)(x*)p. Slicno kao ranije, iz

valjanosti aksioma (v) zaklju¢ujemo da je R -wwv.
Time je indukcija zavrsena. Iz dokazanog slijedi (R;)* C Ry«.

Za obrnutu inkluziju pretpostavimo da su w i v stanja takva da je R ~wv.
Odaberimo valuaciju V' na § tako da je V(p) = {u | (R:)*wu} i neka je 9
pripadni model. Pokazimo da je O, w IF [7*](p — [7]|p).

Pretpostavimo da je v’ stanje takvo da je R ~wv’. Ukoliko je 9%, v" I+ p, onda
zbog izbora valuacije V' mora biti (R,)*wv’. No tad R,v'u za proizvoljan
u povlaéi (R;)*wu ((R)* je tranzitivno zatvorenje od R;), iz Cega slijedi
M, u - p. Prema tome, M, v IF [7]p. Time smo dokazali da vrijedi 9, v I
p — [m]p, a onda i M, w - [7*](p — [7]p).

Sad iz valjanosti Segerbergova aksioma slijedi 9, w IF p — [7*]p. Budud¢i da

je (R;)* refleksivna relacija, evidentno je 9, w |- p pa slijedi M, w I+ [7%]p.
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No onda je M, v I p. 1z izbora valuacije V slijedi (R,)*wv ¢ime smo dokazali
da je R« C (R,)*.

Dokazali smo da svi induktivni uvjeti iz definicije regularnog okvira vrijede za

3. Slijedi § € R. 0

Modalnu definabilnost ne¢emo dalje istrazivati jer bi nas to odvelo daleko od
glavne teme ovog rada. Napomenimo samo da je ovo primjer u kojem se vidi kolika
moze biti izrazajnost modalnih jezika. Naime, klasu regularnih okvira ne mozemo
definirati u logici prvog reda. Vise o ovome moze se procitati u [4].

Za kraj ovog odlomka ostaje nam jos modalni analogon semanticke posljedice:

Definicija 3.8. Neka je S klasa struktura (okvira ili modela), ¥ skup formula, a
¢ formula. Kazemo da je ¢ semanticka posljedica od ¥ nad S (oznaka: ¥ kg @)
ako za sve modele M iz S (ili bazirane na okviru iz S) i sva stanja w u M, ako

M, w -3, onda M, w - ¢.

4 Filtracije

Definicija 4.1. Skup formula > u osnovnom modalnom jeziku zatvoren je na
podformule ako za sve formule ¢ i ¢: ¢ V¢ € ¥ povladi ¢, € X, =¢ € ¥ povlaci
peXidpe X povlaci ¢ € .

Definicija 4.2. Neka je 9t = (W, R, V') model za osnovni modalni jezik i ¥ skup

formula zatvoren na podformule. Definiramo relaciju «y na skupu stanja W:

w s v ako 1 samo ako

zasve o €5 : (Muwlk o< Mol @),

Ocito je «~y relacija ekvivalencije. Klasu ekvivalencije stanja w iz 99t ozna¢avamo
s |wl|s, ili kra¢e samo s |w|. Preslikavanje w — |w| zovemo prirodno preslikavanje.

Neka je Wy = {|w|g | w € W} kvocijentni skup skupa W s obzirom na e~y i
neka je ML = (W7, RF, V) bilo koji model za koji vrijedi:

(i) W1 =Wy,

(i) Rwwv povlaci Rf |w]||v],
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(iii) Ako R/|w||v|, onda za sve O¢ € ¥, ako M, v I+ ¢, onda M, w I+ O,
(iv) VI (p) = {Jw| | MM, w IF p}, za sve propozicionalne varijable p € ¥.
Tad Sﬁg zovemo filtracijom modela M kroz 3.

Teorem 4.3 (o filtraciji). Neka je MM/ = (Wyx, R/, V') filtracija modela M kroz

na podformule zatvoren skup . Tada za sve ¢ € X i sva stanja w iz M imamo:
M, w - ¢ ako i samo ako M7 |w| IF ¢.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po slozenosti formule. Za propozicionalne
varijable tvrdnja vrijedi zbog uvjeta (iv) u definiciji 4.2, a za logicku konstantu L
ocito vrijedi.

U koraku indukcije bulovski sluc¢ajevi su jednostavni pa demonstriramo slucaj
formule oblika ¢¢. Ako je M, w IF O, onda postoji v € W takav da je Rwwv i
M, v - ¢. 1z uvjeta (ii) definicije 4.2 slijedi R’ |w]||v|, a iz pretpostavke indukcije
i ¢injenice da je ¢ € ¥ (zatvorenost na podformule) slijedi 9/, [v| IF ¢. Zakljucu-
jemo da je M/, |w| IF O

Obratno, neka vrijedi 9/, |w| IF O¢. Tad postoji v € W takav da je R/ |w||v]
i M/ Jv| Ik ¢. Iz pretpostavke indukcije slijedi 9, v I+ ¢, a onda iz uvjeta (iii)
definicije 4.2 imamo M, w IF $o. O]

Postavlja se pitanje postoje li uopce filtracije. Odgovor je da. Uvijek na Wy

mozemo definirati sljedec¢e dvije relacije:
(i) R°|w||v| ako i samo ako postoje w’ € |w| i v € |v| tako da je Rw'v',
(i) R!|w||v| ako i samo ako za sve C¢ € ¥ iz M, v I ¢ slijedi M, w IF o,

Lema 4.4. Neka je 9N model, a 3 skup formula zatvoren na podformule. Modeli
M = (W, RS, V) i Ml = (W, RL VY, pri éemu je VY definirana s

Vip)={|w| € Ws | Muwl-p}, ped,

su filtracije M kroz X. Nadalje, M/ = (W, RT, V) je filtracija M kroz ¥ ako i
samo ako je R® C R C R
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Dokaz. U prvom dijelu moramo provjeriti da 9 i M’ zadovoljavaju uvjete defini-
cije 4.2. No to je vrlo jednostavno pa ovdje demonstriramo samo da R*® zadovoljava
uvjet (iii).

Pretpostavimo da je R*|lwl||v| za stanja w,v € W i neka vrijedi ¢¢ € 3 i
M, v Ik ¢. Prvo, postoje w' € |w| i v € |v| takvi da je Rw'v’. Drugo, zbog
vV oy v je MU IE ¢, a onda i M, w IF Op. Konacno, zbog w «wys w' je
M, w - o

U drugom dijelu, ako je R* C R/ C R!, onda o¢ito relacija R/ zadovoljava
uvjete (i) i (iii) pa je 9/ filtracija modela 9 kroz .

Obratno, pretpostavimo da je 9/ filtracija. Ako vrijedi R*|w||v|, onda postoje
w' € Jw| iv € |v] takvi da je Rw'v'. 1z uvijeta (i) slijedi RY|w'||v'], tj. R |w]||v]
jer je |w'| = |w| i [v'| = |v|. Ako pak vrijedi Rf|wl||v|, onda iz uvjeta (iii) o¢ito
slijedi R'w||v]. O

Jedno od vrlo korisnih svojstava filtracija je sljedece:

Propozicija 4.5. Neka je X konacan skup formula zatvoren na podformule. Za
svaki model M, ako je MY filtracija M kroz X, onda M ima najvise 224> stanja.

Dokaz. Skup stanja u 9/ je skup Wy iz definicije 4.2. Definiramo funkciju
g: Wy, — P(X):
g(lwl) :=={o € X[ M w - ¢}.

Iz definicije relacije «~y slijedi da je g dobro definirana injekcija. Zakljucujemo
da je card(¥) < card(P (X)) = 2¢rd®), 0

Iz prethodne propozicije slijedi vazno svojstvo modalnih jezika: ako je formula
¢ ispunjiva, onda je ona ispunjiva na kona¢nom modelu. Naime, model 9 koji
ispunjava ¢ jednostavno filtriramo kroz skup svih podformula od ¢. Dobiveni
model takoder ispunjava ¢, a konacan je. Vise o svojstvu kona¢nog modela reci
¢emo u tre¢em poglavlju. Tamo ¢emo ga iskoristiti da dokazemo odlucivost logike
PDL.

Jos se treba napomenuti da nema problema pri generalizaciji definicija i te-
orema iz ovog odlomka za jezik propozicionalne dinamicke logike. Umjesto samo
za modalni operator <, posvuda treba uzeti u obzir modalne operatore () za sve
m e Il
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Slaba potpunost

U prethodnom poglavlju definirali smo opcenite normalne modalne logike te jednu
konkretnu koju smo nazvali PDL. Definicije su bile sintakticke—lista aksioma i
zatvorenost na generalizaciju, uniformnu supstituciju i modus ponens. Normalne
modalne logike mogu se zadati i semanticki. Naime, za zadanu klasu okvira F
mozemo gledati skup svih formula A koje su valjane na svim okvirima iz F. Vidjeli
smo da je Ar normalna modalna logika.

Pitanja koja se prirodno namecu ticu se veze izmedu sintakse i semantike:
mozemo li za sintakticki zadanu normalnu modalnu logiku pronac¢i semanticku
karakterizaciju; i obrnuto, mozemo li za semanticki zadanu normalnu modalnu
logiku pronaci sintakticku karakterizaciju. Budué¢i da se fokusiramo na PDL,
zanima nas odgovor na prvo pitanje u tom konkretnom sluc¢aju. Dajemo ga u
ovom poglavlju: PDL je upravo normalna modalna logika klase svih regularnih

okvira.

5 Adekvatnost i potpunost

Za povezivanje sintakse i semantike normalnih modalnih logika od fundamentalnog
su znacaja dva pojma koja definiramo u ovom odlomku: adekvatnost (engl. soun-

dness) 1 potpunost (engl. completeness).

Definicija 5.1. Neka je S klasa okvira (ili modela). Kazemo da je normalna

modalna logika A adekvatna za (ili u odnosu na) S ako je A C As. Drugim

17
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rije¢ima, A je adekvatna za S ako za sve formule ¢, 5 ¢ povlaci S IF ¢. Ako je A

adekvatna za S, kazemo da je S klasa okvira (ili modela) za A.

Adekvatnost sintakticki zadane normalne modalne logike u odnosu na neku
klasu okvira najcesce se jednostavno dokazuje. Naime, posao se svodi na provjeru
jesu li aksiomi logike u pitanju valjane formule na danoj klasi okvira. Ako jesu,
¢injenica da pravila izvoda (modus ponens, generalizacija i uniformna supstitucija)
c¢uvaju valjanost garantira da su svi teoremi valjani na klasi okvira.

Demonstrirajmo to odmah na primjeru PDL:
Propozicija 5.2. PDL je adekvatna za klasu regularnih okvira.

Dokaz. U propoziciji 3.7 dokazali smo da su svi aksiomi logike PDL valjani na
klasi regularnih okvira. U lemi 3.5 dokazali smo da pravila izvoda ¢uvaju valjanost.
Kako je svaki teorem logike PDL dobiven iz aksioma kona¢nom primjenom pravila
izvoda, slijedi da je svaki teorem valjan na klasi regularnih okvira, tj. PDL je

adekvatna za tu klasu. O

Dakle, adekvatnost nije problematicna. No, kod potpunosti stvari nisu tako

jednostavne.

Definicija 5.3. Neka je S klasa okvira (ili modela). Logika A je jako potpuna u
odnosu na S ako za svaki skup formula I' i formulu ¢, I' IFs ¢ povlaci I' Fy ¢.

Logika A je slabo potpuna u odnosu na S ako za svaku formulu ¢, S I+ ¢ povlaci
Fa ¢. A je jako (slabo) potpuna u odnosu na jednu strukturu & ako je A jako
(slabo) potpuna u odnosu na {G}.

Primijetimo da je slaba potpunost specijalan slucaj jake potpunosti kad je skup
formula I" prazan. Nadalje, slabu potpunost mozemo iskazati analogno adekvat-
nosti: A je slabo potpuna u odnosu na S ako je As C A. Stoga, ako pokazemo
da je neka logika A adekvatna i slabo potpuna u odnosu na klasu struktura S,
pokazali smo da je A = Ag, tj. da su sintaksa i semantika savrseno uskladene.

Dokazi potpunosti u svojoj biti su dokazi egzistencije modela. Naime, promo-

trimo sljedec¢u cesto koristenu propoziciju:

Propozicija 5.4. Logika A je jako potpuna w odnosu na klasu struktura S ako
1 samo ako je svaki A-konzistentan skup formula ispunjiv na nekoj & € S. A je
slabo potpuna u odnosu na klasu struktura S ako i samo ako je svaka A-konzistentna

formula ispungjiva na nekoj & € S.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A jako potpuna u odnosu na S i neka je I' A-konzi-
stentan skup formula. Ako I' ne bi bio ispunjiv na S, vrijedilo bi I" IFs L pa zbog
jake potpunosti I' Fy L. No tad je I', suprotno pretpostavci, A-inkonzistentan.

Obrnuto, pretpostavimo da A nije jako potpuna u odnosu na S. Tada postoje
skup formula I' i formula ¢ takvi da je I' IFg ¢, ali istovremeno I' ¥, ¢. Zbog ovog
drugog je T'U {—¢} A-konzistentan, a zbog prvog nije ispunjiv na S.

Nadalje, pretpostavimo da je A slabo potpuna u odnosu na S, a ¢ neka je
A-konzistentna formula. Buduéi da je =¢ — (¢ — L) supstitucijska instanca
tautologije logike sudova, nalazi se u svakoj modalnoj logici, pa tako i u A. Slijedi
¥ —¢, a onda zbog slabe potpunosti S ¥ —¢, sto znaci da je ¢ ispunjiva na S.

Ako A nije slabo potpuna u odnosu na S, onda postoji formula ¢ takva da je

S Ik ¢, ali ¥, ¢. No tad je 7¢ A-konzistentna i nije ispunjiva na S. O

Prema tome, da bismo pokazali jaku, odnosno slabu potpunost logike A u od-
nosu na klasu struktura S, dovoljno je za proizvoljan A-konzistentan skup formula
', odnosno formulu ¢ konstruirati model 9t iz S (ili baziran na & € S ako se radi
o klasi okvira) i stanje w iz 9 takve da je 9, w I- I'; odnosno M, w I+ ¢. Upravo
to ¢emo napraviti kako bismo dokazali slabu potpunost PDL u odnosu na klasu

regularnih okvira. (Pokazat ¢emo i da jaka potpunost ne vrijedi).

6 Kanonski model i kompaktnost

No, za zadanu normalnu logiku A i klasu struktura S, kako konstruirati odgova-
raju¢i model na kojem ¢e A-konzistentan skup I ili jedna A-konzistentna formula
biti ispunjivi? Opcenit odgovor nije nam dostupan. Medutim, postoji jedan nacin
konstrukcije koji zauzima centralno mjesto u razmatranjima ovog tipa. Radi se o
kanonskom modelu za A.

Kanonski model ima to svojstvo da je svaki A-konzistentan skup formula I'" na
njemu ispunjiv. To, naravno, joS uvijek nece biti dovoljno da dokazemo da je A
potpuna u odnosu na S jer kanonski model ne mora biti u toj klasi (ili baziran na
strukturi iz te klase). Medutim, on svejedno sadrzi mnogo informacija o A.

U slucaju PDL, kanonski model neée biti regularan, ali taj nedostatak rijesit
¢emo filtracijom kroz pogodan skup formula. Kombinirajuéi svojstvo kanonskog

modela i Teorem o filtraciji, dobit ¢emo zeljeni rezultat slabe potpunosti.
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Pa krenimo u razmatranje kanonskog modela. Prvi sastojak koji nam je po-
treban su maksimalni konzistentni skupovi. Oni ¢e, naime, biti stanja u nasem

modelu:

Definicija 6.1. Skup formula I' je maksimalan A-konzistentan skup (kratko: A-

MCS) ako je A-konzistentan, a svaki njegov pravi nadskup je A-inkonzistentan.
U sljedecoj propoziciji sumiramo neka tehnicka svojstava A-MCS-ova:

Propozicija 6.2. Ako je A logika, a I' maksimalan A-konzistentan skup, onda

vrijedi:
(i) T je zatvoren na modus ponens: ako je ¢, ¢ — ¢ € I', onda jep € T’
(ii) ANCT
(iii) za sve formule ¢p: ¢ € T ili ~¢p € T
(iv) za sve formule ¢,0: ¢V €T ako i samo ako je p € T ilip € T

Slijedi lema koja je tipi¢na u dokazima potpunosti, a govori da se svaki konzis-

tentan skup formula moze ,napuhati” do maksimalnog konzistentnog skupa.

Lema 6.3 (Lindenbaumova lema). Ako je ¥ A-konzistentan skup formula, onda
postoji A-MCS X+ takav da je X C X+,

Dokaz. Neka je S = {I' | T je A-konzistentan i ¥ C I'}. O¢ito je S neprazan jer
je ¥ € §. Uz skupovnu inkluziju S je parcijalno ureden skup.

Neka je £ C S neprazan lanac. Pokazimo da je ¥ = J £ A-konzistentan skup.
U protivnom bi postojale formule 1)1, ... 1, € ¥ takve da je

l_A(’gZ)l/\.../\@Dn)ﬁJ_.

No, tad bi postojali skupovi formula I'y,...T", € L takvidajey, € I'y,... ¥, € [',.
Bududi da je £ lanac, postojao bii, 1 <@ < n, takav daje ¢, ..., ¢, € I';. Slijedilo
bi da je I';, suprotno pretpostavci, A-inkonzistentan.

S obzirom da je ¥ A-konzistentan i da ocito sadrzi X, slijedi da je ¥ € S pa
je on gornja meda lanca £ u §. Prema Zornovoj lemi tada S sadrzi maksimalan

element X7, Sto je upravo trazeni skup formula. O
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Spremni smo definirati kanonski model. Definiciju, kao i rezultate koji sli-
jede u ovom odlomku dajemo za osnovni modalni jezik. Generalizacija za jezik

propozicionalne dinamicke logike bit ¢e trivijalna i ne¢emo je posebno navoditi.

Definicija 6.4 (Kanonski model). Kanonski model 9" za normalnu modalnu
logiku A je uredena trojka (W, R V), pri ¢emu:

(i) W* je skup svih A-MCS-ova;

(ii) R* je binarna relacija na W definirana s R*wv ako i samo ako za sve formule

Y, 1 € v povladi Oy € w. R™ se zove kanonska relacija.

(iii) VA je valuacija definirana s VA(p) = {w € W | p € w}. V* se zove

kanonska (ili prirodna) valuacija.

Okvir §* = (W, R*) na kojem je baziran kanonski model zovemo kanonski

okuvir.

Napomenimo da nam je konacni cilj dokazati Lemu o istinitosti koja ¢e uvjet
(iii) iz prethodne definicije prosiriti na proizvoljne formule. Drugim rije¢ima, imat
¢emo da je formula ¢ istinita na w ako i samo ako je element od w. To znaci da
¢e A-konzistentan skup formula X biti istinit na ¥, A-MCS-u iz Lindenbaumove
leme.

No, prije Leme o istinitosti potrebne su nam dvije leme:

Lema 6.5. Za svaku normalnu modalnu logiku A, R™wv ako i samo ako za sve
formule v, O € w povlaci ¥ € v.

Dokaz. Pretpostavimo R*wv i da ¢ ¢ v. Bududi da je v MCS, slijedi =) € v.
Po definiciji tada vrijedi ¢—1 € w, a onda zbog c¢injenice da je i w MCS slijedi
O ¢ w, tj. OY ¢ w.

Obrnuto, pretpostavimo da za sve formule v, Oy € w povlaci ¥ € v i neka je
Y € v proizvoljna formula. Kad ne bismo imali ¢ € w, bilo bi =0y € w. Tada
bi bilo O € w (lako se koristenjem aksioma Dual pokaze da je =Otp - O
teorem svake normalne modalne logike). Zbog pretpostavke bi slijedilo =) € v,

sto je kontradikcija s konzistentnoséu v. O]

Lema 6.6 (o postojanju). Za svaku normalnu modalnu logiku A i stanje w € W™,
ako O¢ € w, onda postoji v € WA takav da je RMuv i ¢ € .
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Dokaz. Pretpostavimo $¢ € w. Neka je v~ skup {¢} U{¢ | Oy € w}. Tada je v~
konzistentan. Jer ako pretpostavimo suprotno, postoje formule v, ..., 1, takve

da je Fp (1 A ... Athy,) — —¢. Koristenjem generalizacije i aksioma K dobijemo

Fa Oy Ao Addy,) — O,

a onda iz ¢injenice da je (01 A ... A Ov,) — Oy A ... A,) teorem svake

normalne modalne logike slijedi
Fa (OY1r Ao AOY,) — 000,

S obzirom da je Oy, ...,0¢, € w, a w je MCS, slijedi Oy; A ... A OvY, € w.
Stoga je O—¢ € w. Koristenjem aksioma Dual je =C¢ € w. No to je nemoguce
jer je &O¢ € w. Dakle, v~ je konzistentan.

Sad primjenom Lindenbaumove leme imamo A-MCS v koji sadrzi v~—. Stoga
je prema konstrukciji ¢ € v i za svaku formulu v, Oy € w povlaci ¥ € v. Po

prethodnoj lemi je onda R*wv. O]

Lema 6.7 (o istinitosti). Za svaku normalnu modalnu logiku A i formulu ¢,
MM, w - ¢ ako i samo ako je ¢ € w.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule ¢. Baza slijedi iz definicije V. U koraku,
bulovski slucajevi slijede iz propozicije 6.2. Ostaje slucaj kad je ¢ oblika $ap.
Ako je ¢ € w, onda prema Lemi o postojanju postoji v takav da je R wwv i
Y € v. Po pretpostavci indukcije je A, v IF 9, no onda je M, w Ik Oep.
Obrnuto, ako je MMA, w IF O1p, onda postoji v takav da je Rwv i MM, v |- 4.
Prema pretpostavci indukcije je 1) € v, no onda iz definicije R* slijedi O € w. [

Konac¢no imamo sve potrebno da dokazemo najvaznije svojstvo kanonskog mo-

dela, spomenuto na pocetku odlomka:

Teorem 6.8 (o kanonskom modelu). Svaka normalna modalna logika je jako pot-

puna u odnosu na svoj kanonski model.

Dokaz. Neka je X konzistentan skup normalne modalne logike A. Prema Linden-
baumovoj lemi, postoji A-MCS X* koji prosiruje X. Prema Lemi o istinitosti,
MA ST IF . O
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Jedna od jednostavnih posljedica Teorema o kanonskom modelu je jaka pot-

punost minimalne normalne logike K u odnosu na klasu svih okvira:
Teorem 6.9. K je jako potpuna u odnosu na klasu svih okvira.

Dokaz. Neka je X proizvoljan K-konzistentan skup formula. Tada je po dokazu
prethodnog teorema Y. ispunjiv na kanonskom modelu za K, modelu baziranom

na okviru iz klase svih okvira. O

Pokazimo kako kanonski model mozemo iskoristiti da jednostavno dokazemo

jos neke rezultate jake potpunosti.

Primjer 6.10. Dokazat ¢emo da su normalne modalne logike koje prosiruju K4,
T, B, KD jako potpune u odnosu na, redom, klase tranzitivnih, refleksivnih, si-
metri¢nih i desno neogranicenih okvira.

Naime, neka A4 prosiruje logiku K4. Tad ona sadrzi aksiom 4: OOp — Op.
Da bismo dokazali da je A4 jako potpuna u odnosu na klasu tranzitivnih okvira,
moramo dokazati da je svaki Ay-konzistentan skup formula ispunjiv na tranzitiv-
nom okviru. No mi znamo da je svaki takav skup ispunjiv na kanonskom okviru.
Ako uspijemo dokazati da je sam kanonski okvir tranzitivan, imat ¢emo trazeni
rezultat.

Pa pretpostavimo da je RMwv i RMovu. Zelimo dokazati da je RMwu. Neka
je @ € u proizvoljna formula. Tada vrijedi ¢¢ € v pa onda &O¢ € w. No kako je
w Ay-MCS, on sadrzi OO — O pa zbog zatvorenosti na modus ponens sadrzi i
O¢. Zakljucujemo da je RMwu, tj. kanonski okvir za A4 je tranzitivan.

Na slican nacin dokazujemo da je kanonski okvir za logiku A koja proSiruje
T refleksivan. Naime, neka je w stanje u tom okviru i neka je ¢ € w. Buduéi da
A7 sadrzi aksiom T: p — Op, a w je Ap-MCS, w sadrzi formulu ¢ — <$¢. Tada w
sadrzi ©¢ pa slijedi RAMww.

Dalje, neka Ag prosiruje logiku B i neka su w i v stanja u kanonskom okviru
takva da je RMwv. Neka je ¢ € w. Iz ¢injenice da Ap sadrzi aksiom B: p — OOp
na ve¢ rutinski nacin zaklju¢ujemo da w sadrzi formulu ¢ — OC¢, tj. sadrzi
formulu OC¢. Tada prema lemi 6.5 slijedi da v sadrzi ¢¢. Slijedi R 2 vw pa je
kanonski okvir za A simetrican.

I konacno, neka Ap prosiruje logiku KD. Da bismo dokazali desnu neograni-

¢enost kanonskog okvira za Ap, moramo pokazati da za svaki Ap-MCS w postoji
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v takav da je R wv. Pa neka je w proizvoljan. Kako Ap sadrzi aksiom D:
Op — <p, w sadrzi formulu OT — &T. No, svaka normalna logika sadrzi T, a
zbog zatvorenosti na generalizaciju i OT. Slijedi da w sadrzi OT pa onda i &T.

Lema o postojanju tada osigurava postojanje Ap-MCS-a v takvog da je R P ww.

Dakle, nekad je struktura kanonskog okvira takva da rezultat jake potpunosti
odmabh slijedi. Ali iz prethodnog primjera mozemo jos nesto zakljuciti. Vratimo se
opet logici A4 za koju smo pokazali da ima tranzitivan kanonski okvir. Posebnost
aksioma 4 je ta da je taj aksiom wvaljan na svakom tranzitivhom okviru, pa tako i
na kanonskom okviru za A4. (Cak $tovise, okvir je tranzitivan ako i samo ako je
aksiom 4 valjan na njemu.)

Isto vrijedi i za aksiome T, B i D. Svaki od njih je valjan na kanonskom okviru
odgovarajuce logike. Mogli bismo pomisliti da to vrijedi za sve formule, medutim
kasnije ¢emo vidjeti primjer koji ¢e opovrgnuti tu misao. No, svakako je zanimljivo

posebno prouciti formule s tim svojstvom:

Definicija 6.11. Formula ¢ je kanonska ako za svaku normalnu modalnu logiku
A, ¢ € A povlaci da je ¢ valjana na kanonskom okviru za A. Normalna logika
A je kanonska ako je adekvatna za svoj kanonski okvir. (Drugim rije¢ima, A je

kanonska ako su sve formule ¢ takve da je 5 ¢ valjane na kanonskom okviru za
A)

Dakle, aksiomi 4, T, B i D su kanonske formule. Nadalje, K4, T, B i KD su ka-
nonske logike. Naime, svi njihovi aksiomi su valjani na odgovaraju¢em kanonskom
okviru, a kako pravila izvoda ¢uvaju valjanost, svi teoremi tih logika su valjani na
odgovaraju¢em kanonskom okviru.

Ono sto se odmah vidi kad je rije¢ o kanonskim logikama A je da su one
adekvatne i jako potpune u odnosu na barem jednu klasu okvira: {g*}. Kod
PDL-a, kao sto ¢emo pokazati, ne¢e biti tako. Naime, vidjet ¢emo da PDL nema

sljedece svojstvo:

Definicija 6.12. Normalna modalna logika A je kompaktna ako je svaki A-konzi-

stentan skup ¥ ispunjiv na okviru za A.

Jasno je da je svaka logika koja je adekvatna i jako potpuna u odnosu na neku
klasu okvira kompaktna. Na sljede¢em dijagramu sumiramo odnose izmedu netom

uvedenih pojmova:
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kanonska logika
4
logika adekvatna i jako potpuna u odnosu
na neku klasu okvira

4
kompaktna logika

7 Nekompaktnost i slaba potpunost PDL

Oznacimo s A logiku klase regularnih okvira. (Kasnije ¢emo vidjeti da je to upravo
PDL, medutim zasad iz propozicije 5.2 znamo samo da je PDL C A.) Pokazimo

da je A nekompaktna logika. Naime, promotrimo skup

2= {(Cﬁ)p, P, _'<a>p7 _'<a><a>p7 _'<a><a><a>p7 - '}7

pri ¢emu je a € II osnovni program. Dokazat ¢emo da je > A-konzistentan, ali da
nije ispunjiv ni na jednom okviru za A.

Da bismo dokazali da je ¥ A-konzistentan, dovoljno je dokazati da je svaki
konacan podskup od ¥ A-konzistentan, a za to je pak dovoljno dokazati da je svaki
konacan podskup od X ispunjiv na regularnom okviru. Naime, pretpostavimo da
je ® konacan podskup od ¥ i oznac¢imo s o konjunkciju svih formula iz ®. Kad bi ¢
bio A-inkonzistentan, vrijedilo biF, ® — L. Bududi da je formula (& — 1) — —®
supstitucijska instanca tautologije logike sudova, sadrzana je u svakoj normalnoj
modalnoj logici pa bi slijedilo F, —~®. No to znadi da ® ne bi bio ispunjiv na
regularnom okviru.

Neka je, dakle, ® konacan podskup od . Pogledajmo skupove
@, = {{a")p}U{~{a)*p |0< k<n}, zancuw.

Ocito postoji n takav da je & C ¢, C 3. Konstruiramo regularan model R =
(W, Ry, V)zen na kojem ¢e ®,, biti ispunjen: stavimo W = {0,1,...,n}. Relaciju
R, definiramo s R,ij ako i samo ako je j =+ 1. Ostale relacije za osnovne pro-
grame ostavimo prazne, a za slozene prosirimo po regularnosti. To nam osigurava
regularnost modela . Na kraju, izaberemo valuaciju V' takvu da je V(p) = {n}.
Iz konstrukcije je jasno da je R, 0 IF ®,, a onda je i R, 0 I+ P.
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Dakle, skup ¥ je A-konzistentan skup formula. Medutim, ¢itav ¥ ne moze biti
ispunjiv ni na jednom okviru za A. Naime, iz propozicije 3.7 slijedi da je svaki
okvir za A regularan. Kad bismo imali regularan model 9 i stanje w takve da je
M, w Ik 3, imali bismo M, w I+ (a*)p. No tad bi postojalo stanje v takvo da je
(Ry)"wv za neki n € w i M, v IF p. Slijedilo bi M, w I+ (a)"p. Medutim, imamo i
M, w Ik —=({a)"p, $to je kontradikcija.

Prema tome, logika A je nekompaktna, sto odmah povlaci da je rezultat jake
potpunosti u odnosu na klasu regularnih okvira izvan domasaja. Koncentrirajmo
se zato na slabu potpunost. U nastavku zelimo dobiti rezultat A C PDL. Umjesto
PDL-konzistentnosti, govorit ¢emo o konzistentnosti, umjesto FppL ¢ pisat é¢emo
F ¢ itd.

Prema propoziciji 5.4, moramo pokazati da je svaka konzistentna formula ¢
ispunjiva na regularnom modelu. U prethodnom odlomku dokazali smo ,,skoro”
to: svaka konzistentna formula ¢ ispunjiva je na kanonskom modelu za PDL. No,
kanonski model nije regularan. Kad bi bio regularan, onda bi bilo PDL = A i A
bi bila kompaktna, c¢ak kanonska, sto smo vidjeli da nije.

Medutim, trud uloZen u prethodni odlomak nije uzaludan. Naime, pronadi
¢emo skup formula i filtraciju kanonskog modela kroz taj skup koja ¢e biti regu-

larna. Koristenjem Teorema o filtraciji dobit ¢emo trazeni rezultat.

Definicija 7.1. Neka je X skup formula. X je Fischer-Ladner zatvoren ako je

zatvoren na podformule i zadovoljava sljede¢e uvjete za sve 7w, my, mo € 1I:
(i) Ako je (m om)¢p € X, onda je (m)(m)p € X.
(ii) Ako je (my Um)¢ € X, onda je (m)¢p V (m)o € X.
(iii) Ako je (7*)¢ € X, onda je (m)(1*)¢ € X.

Ako je ¥ bilo koji skup formula, onda s FL(X) oznacavamo Fischer-Ladnerovo
zatvorenje od Y—najmanji skup formula koji je Fischer-Ladner zatvoren i sadrzi

Y.

Za formulu ¢ definiramo ~¢:

b 1,  ako je ¢ oblika =),

—¢, inace.
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Skup formula X je zatvoren na jednostruke negacije ako je ~¢ € X kad god je
peX.
Definiramo —FL(X), zatvorenje skupa ¥, kao najmanji skup koji sadrzi ¥,

Fischer-Ladner zatvoren je i zatvoren je na jednostruke negacije.

Zatvorenje skupa {¢} bit ¢e upravo spomenuti skup kroz koji ¢emo filtrirati
kanonski model da bismo dobili regularan model na kojem je ¢ ispunjiva. Od
presudne je vaznosti da zatvorenje ostane konacan skup. Zato uvodimo logicki
veznik ~ koji je jednako dobar kao -, ali ne¢e uciniti zatvorenje beskonacnim.

Formulu ~¢ je najbolje dozivljavati kao pravu negaciju formule ¢.

Propozicija 7.2. Ako je ¥ konacan skup formula, onda je i njegovo zatvore-
nje =FL(X) konacano. Stovise, ako je n duljina najdulje formule iz ¥, onda

card(—FL(X)) mozZemo asimptotski ocijeniti s O(ncard(X)).

Dokaz. Oznac¢imo sa Y, zatvorenje skupa > na podformule. Tada je Y, ocito
konacan skup. Pretpostavimo da smo za neki n > 0 definirali konacan skup >,

koji je zatvoren na podformule. Definiramo skup >, 1:

Y1 = B U{{m)(ma) o, (m2)d | (m1oma)p € By}
U{(m)o V (m2)@, (m1)d, (m2)@ | (m1 Uma)ep € 3,,}
U{(m){m) o | (7)o € En}.

Jasno je da je ¥, 1 takoder konacan, a lako se vidi i da je zatvoren na podformule.
Primijetimo i da ukoliko formula (m)¢ € ¥, uzrokuje dodavanje formule (p)¢/,
slozenost programa p je strogo manja od slozZenosti programa m. To znaci da
postoji m takav da je X, = ¥,,,41, tj. u nekom trenutku prestaje dodavanje novih
formula. O¢ito je ¥,, = FL(X), pa je FL(X) konacan skup. Tada je i =FL(X)
konacan i ima najvise dvostruko vise elemenata od FL(X).

Kako bismo dali asimptotsku ocjenu skupa =FL(X), oznacimo s G(¢) gornju

ogradu na broj elemenata u skupu FL({¢}) definiranu rekurzijom:

G(p) =G(L) =1, zap € P,
GloVy)=G(9) +G(Y) +1,
G(=¢) = G(¢) + 1,
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G({(a)p) = G(¢) + 1, za a € I,
G((m om)p) = G((m) T) + G((m) T) + G() + 2
G((m Um)g) = G((m)T) + G((m) T) + G(¢) + 2

G((m)¢) = G((m)T) + G(¢) + 1
G je dobro definirana jer se G(¢) uvijek definira pomoé¢u krac¢ih formula.

Primijetimo trik u zadnja tri uvjeta. Ne bi bilo dobro da smo stavili G({(7*)¢) =
G((m)(m*)¢) + 1 jer G ne bi bila dobro definirana. Medutim, jasno je da se
FL({(7*)¢}) sastoji od same formule (7*)¢, od formula iz FL({¢}), te od formula
oblika (p)(7*)¢ gdje je p potprogram programa 7. Broj formula ovog oblika isti
je ako (m*)¢ zamijenimo s T.

U ostala dva slucaja trik se koristi iz nesto drukcijeg razloga. Naime, da smo
stavili G((m Ume)¢) = G({m1)¢) + G((m2)$) + 2, ne bismo mogli dobiti zadovolja-
vaju¢u asimptotsku ocjenu.

Dakle, evidentno je G(¢) = O(|¢|), pri cemu smo s |¢| oznacili duljinu formule
¢. Time slijedi da je card(FL({¢})) = O(|¢|), a onda i card(=FL({¢})) = O(|¢]).
Kako je zatvorenje skupa ocito jednako uniji zatvorenja jednoclanih podskupova,

slijedi tvrdnja propozicije. O

Na putu do glavnog rezultata sluzit ¢emo se svojevrsnom generalizacijom mak-

simalnih konzistentnih skupova:

Definicija 7.3. Neka je ¥ skup formula. Skup formula A je atom nad > ako
je maksimalan konzistentan podskup od —FL(X). Drugim rije¢ima, A je atom
nad ¥ ako je A C —FL(X), A je konzistentan, i ako je A C B C —FL(X), B je

inkonzistentan. At(X) je skup svih atoma nad .

Ako je ¥ skup svih formula, atomi su jednostavno MCS-ovi. U opcenitom

slucaju vrijedi sljedec¢a veza izmedu atoma i MCS-ova:
Lema 7.4. Neka je M skup svih MCS-ova, a ¥ skup formula. Tada je
At(X) ={I'n=FL(X) | T € M}.

Dokaz. Ukoliko je A atom, A je konzistentan skup. Neka je AT MCS koji pro-
Siruje A (takav postoji zbog Lindenbaumove leme). Ocito je A C AT N —=FL(X).
Pretpostavimo da je ¢ € AT N=FL(X) takva da ¢ ¢ A. Tada je AU{¢} C —=FL(X)
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pravi nadskup od A koji je konzistentan (kao podskup konzistentnog skupa A™).
No to je nemoguce jer je A atom. Slijedi AT N —=FL(X) C A.

Obrnuto, pretpostavimo da je I' MCS i pokazimo da je I' N =FL(X) atom.
Ocito je to konzistentan skup. Pretpostavimo da je ¢ € =FL(X) formula koja nije
u I' N =FL(X). Tad ona nije u I'. Kako je I' MCS, onda je ~¢ € I'. No ~¢ je i
u —FL(X) pa je u I' N =FL(X). To znadi da je (I' N =FL(X)) U {¢} inkonzistentan
skup. Dakle, I' N =FL(X) je atom. O

Uvedimo oznake: ako je w MCS, s A,, ¢emo oznacavati atom w N —FL(X) (X
¢e biti jasan iz konteksta). Primijetimo da su u sluc¢aju kona¢nog skupa > zbog
propozicije 7.2 i atomi konac¢ni. U tom slucaju s A ¢emo oznacavati konjunkciju

svih formula iz A.

Definicija 7.5. Neka je ¥ konacan skup formula, a 9 = (W, R, V') e kanonski
model za PDL (dakle, W je skup MCS-ova). Neka je «~_g (s relacija nad W kao
u definiciji 4.2, a W_p(x) odgovarajuci kvocijentni skup skupa W. Za svaki m € 11
definiramo relaciju SY nad WorLs):

Sf|wl|v| ako i samo ako je formula A, A (7)A, konzistentna.

Propozicija 7.6. Neka je ¥ konacan skup formula, a 9 = (W, Ry, V) renn kanon-
ski model za PDL. Tada je M = (W_gi(s), SL, V) ren, pri éemu je VI definirana
s

VIp) ={lw| € W) | pew},  pe?,

filtracija modela M kroz skup —FL(2).

Dokaz. Dokazat ¢emo da za svaki 7 € II vrijedi RS C S/ C Rl pri ¢emu su RS i
Rl relacije iz filtracija 9t i 9!, kao u lemi 4.4. Iz spomenute leme slijedit é¢e da
je M/ filtracija.

Pretpostavimo da je R?|w||v|. Tada postoje stanja w’ i v" u kanonskom modelu
takva da je w e~ _pzm) W, v v _px) ¥ 1 Rew'v'. 1z prve dvije Cinjenice uz
pomo¢ Leme o istinitosti (Im. 6.7) slijedi A,, = A, i A, = Ay, a iz tree Cinjenice
i definicije kanonskog modela slijedi da za sve formule ¢ € v vrijedi (7)¢ € w'.

Kako je A, = Ay C 0/, a v’ je MCS, slijedi A, € v/. Stoga je (m)A, € w’. No
imamo i A, = A, C o' paje A, € w'. Zajedno, to nam daje A, A <7r);1\v € w' pa

je ta formula konzistentna. Zakljuc¢ujemo Sf|w||v|.
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Pretpostavimo da je S/ |w||v|. Tada je formula A, A (7) A, konzistentna. Neka
je ¢ formula takva da je (m)¢ € =FL(X) i M, v IF ¢ (tj. ¢ € v). Ako ne bi bilo

M, w I ()¢ imali bismo —(m)¢ € w. Tada bismo mogli izvesti sljedece zakljucke:

e ¢ € A, jer, sjetimo se, =FL(X) je zatvoren na podformule. Slijedi da je
formula A, A (1)A, — (1)¢ tautologija.

o —(my¢p € A, jer je =FL(X) zatvoren na jednostruke negacije. Slijedi da je
formula A, A (1)A, — —=(1)¢ tautologija.

Naravno, ovo dvoje je u kontradikeiji s ¢injenicom da je A, A <7T>;1\U konzistentna.
Slijedi R |wl|v]. O

Nasli smo, dakle, potencijalno dobru filtraciju kanonskog modela. Medutim,
ako bismo krenuli dokazivati da je ona regularna, upali bismo u probleme. Zato

¢emo definirati novi model slican modelu 91/

Definicija 7.7. Neka je ¥ konacan skup formula. Definiramo regularan model nad
Y kao R = (Wop (), RI V) en, pri éemu je RI = S/ za osnovne programe a,
dok je za sloZene programe R/ definirana induktivno na veé¢ uobic¢ajen nacin po-
mocu unije, kompozicije i refleksivnog tranzitivnog zatvorenja. V7 je standardna

valuacija.

Model R smo natjerali da bude regularan. Medutim, sad je glavno pitanje
je li i R filtracija kanonskog modela kroz —FL(X). Odgovor je da, ali potrebno
se jos malo pomuciti da to dokazemo. Naime, vidimo da je za osnovne programe
ST = RI. Bilo bi lijepo kad bismo jednakost uspjeli pokazati i za sloZene programe,
ali aksiomi PDL-a nisu dovoljno jaki da to osiguraju. No dovoljno su jaki da

osiguraju SY C RZ, §to ée nam uz R, C RL biti sasvim dovoljno.

Lema 7.8. Za sve programe w € Il vrijedi S,]:* C (SI)*.

Dokaz. Neka je © € II program i neka su w i v MCS-ovi takvi da je S wl|v].

Oznac¢imo s D sljededi skup atoma:
D = {A, | uwje MCS i (S9)*|w]||ul}.

Pokazat ¢emo da je A, € D.
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Neka je 0 formula \/ pep D. Pretpostavimo da je formula d A (m)—d konzistentna.
Oznac¢imo formule iz =FL(X) sa o4, ..., 0y, (konacno ih je zbog propozicije 7.2).
Stavimo Ey = &; tada je to konzistentan skup. Dogovorno neka je Ex=T.

Pretpostavimo da smo za neki n < m definirali konzistentan skup F,, takav da

je formula & A (7) (=0 A E,) konzistentna. Tada imamo
- (5 A () (-6 A Ey)) o (5 A () (6 A By A 0i1) V (=8 A By ~0n+1)>>.

Tada je jedna od formula 6 A (w)(=6 A Ep A 0ng1) 1 6 AT (=8 A By A ~0pps)
konzistentna. U slucaju da se radi o prvoj, stavimo E,,3 = E, U {0,411}, a u
slucaju da se radi o drugoj, stavimo F, 1 = E, U {~0,41}. Evidentno je E, 4
takoder konzistentan skup.

Na ovaj naéin konstruirali smo atom E = E,, za koji je formula § A (1)(=6 A E)
konzistentna. No tad je konzistentna i formula § A (7)E pa postoji D € D takav
da je DA (r)E konzistentna. Neka su u i v MCS-ovi takvi da je A, = D, Ay = E;
imamo SY |ul[u/| $to povlaci (S7)*|wl||u/|. Dakle, E je u D.

Medutim, tada je E jedan od disjunkata u formuli §. Konzistentnost formule A
(m) (=0 AE) povlati konzistentnost formule ~d A E, a to onda povlaéi konzistentnost
formule =E A E, §to je kontradikcija.

Prema tome, formula 0 A (m)—d je inkonzistentna. Stoga vrijedi = —(d A (m)—6),
tj. = 6 — [m]d. Generalizacijom za [7*] dobijemo F [7*](§ — [n]d), a onda koriste-
njem Segerbergova aksioma dobijemo + 6 — [7*]. Kako je A, € D, A, je jedan
od disjunkata u & pa imamo + A, — §. Zaklju¢ujemo + A, — [*]0.

Nadalje, vrijedi
= (Ao AR o (Ao A ) (A A 8)V (A, A -0))).

Zbog Cinjenice da je Ay A <7r*>;1:, konzistentna (sjetimo se, pretpostavili smo
ST w|v]) slijedi da je jedna od formula A, A () (A, A 8) i Ay A (7)) (A, A =6)
konzistentna. No druga ne moze biti konzistentna. Jer kad bi bila, onda bi i
A, A (7%)=0 bila konzistentna, pa bi zbog + A, — [7*]0 formula [1%]6 A —[7*]0
bila konzistentna, sto nije.

Dakle, A, A <7T*>(;4\v A §) je konzistentna. No tad je A, A 6 konzistentna pa
postoji atom D € D takav da je A, A D konzistentna. Slijedi da je A, U D
konzistentan skup, a kako su A, i D atomi, to povlaci A, = D.

Time smo dokazali da je A, € D, tj. (S)*|wl|v]. O
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Lema 7.9. Za sve programe 7 € 11 vrijedi S{ C RI.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po strukturi programa m. Za osnovne
programe a je po definiciji ¢ak S/ = R/,

Pretpostavimo da je S | |w||v|. Tada je formula Ay A{mi0ms) A, konzistentna.
Koristedi aksiom (iii) zakljutujemo da je i A, A (1) (m) A, konzistentna.

Tehnikom koristenom u prethodnom dokazu konstruiramo atom C' takav da su
konzistentne formule A, A (m)C i C A (m3)A,. Naime, stavimo Cy = @; tada je
to konzistentan skup. Dogovorno neka je Co=T. Kaoi ranije, oznacimo formule
iz =FL(X) sa 01,...,0m.

Pretpostavimo da smo za neki n < m definirali konzistentan skup C,, takav da
je formula A, A (1) ((m) A, A C,) konzistentna. Tada vrijedi:

—_  —~

- (Ao A ) ((ma) Ay A Cr)) (21; A () () Ay A G A (01 v ~0n+1))).

Ukoliko je Z;/\<7T1>(<7T2>1/4:,/\@/\0n+1) konzistentna, stavimo C,,.; = C,U{0,11},
inace stavimo C,, 11 = C,, U {~0,1}. Tada je C,41 konzistentan skup takav da je
formula Ay, A (1) ({ma) Ay A C/’n:) konzistentna.

Dobili smo atom C = C,, takav da je formula A, A (m)({(m)A, A C) konzis-
tentna. No onda su konzistentne i formule A, A (1,)C i CA(m)A,. Neka je u MCS
takav da je A, = C. Tada vrijedi S |wl||u| i S |u||v|. Iz pretpostavke indukcije
slijedi RY |w||u| i RY, |ullv| pa zbog RI .., = R o RI slijedi RS . |w||v].

Pretpostavimo sad da je S7, . |w||v|. Tada je konzistentna formula Ay, A (m U
m)A,. Primjenom aksioma (iv) zakljutujemo da je i A, A ((m)A, V (m2)A,)
konzistentna. No tad je konzistentna jedna od formula Ag A <7T1>;1:, i Ay A <7r2>;1\v,
tj. vrijedi S |wl||v| ili S |w||v]. Iz pretpostavke indukcije slijedi Rf |wl|v| ili
R wllol, 6 Rl

Konacno, sluc¢aj programa oblika p* slijedi iz prethodne leme. Naime, po pret-
postavci indukeije imamo S/ C RI iz ¢ega slijedi (S])* € (R/)* = RZ*. Iz leme
imamo S/f* C (S/f)* pa sve zajedno daje S;:* C Rf;. O

Propozicija 7.10. Neka je ¥ konacan skup formula. Tada je R, reqularan okvir
nad X, filtracija kanonskog modela 9 za PDL kroz —=FL(X).

Dokaz. Dokazimo da za svaki 7= € II vrijedi RY C RL, pri ¢emu je RL relacija iz

najvece filtracije 9, kao u lemi 4.4. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po strukturi
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programa 7. Baza slijedi iz propozicije 7.6 i ¢injenice da je R/ = S/ za osnovni
program a.

Pretpostavimo prvo da je R£10ﬂ2|w||v|. Tada postoji MCS u takav da je
RI Jwl|u| i R |ul|v]. Iz induktivne pretpostavke slijedi R |w||u| i RE_ |ul[v].

Neka je ¢ formula takva da je (m ome)¢ € =FL(X) i M, v |- ¢ (tj. ¢ € v). Zbog
Fischer-Ladner zatvorenosti skupa —FL(X) slijedi da je (m)(m)¢ € —FL(X), a
onda zbog zatvorenosti na podformule i da je (mo)¢ € =FL(X). Iz R |ul|v] slijedi
M, u k- (m)¢ (tj. (m2)¢ € u), a onda zbog RL |wl|u| slijedi M, w Ik (m1)(m2) e,
tj. (m1) (m2)¢ € w. Koristeéi aksiom (iii) koji se nalazi u w zaklju¢ujemo (moms) ¢ €
w, tj. M, w Ik (7 0 )¢, Dakle, RL __ |w]||v].

1072

!
T Ut

Na kraju, pretpostavimo da je R]pc* |wl||v|. Tada postoji niz MCS-ova ug, . . . , u,

Sasvim analogno se pokaze da RZ ., |w||v| povladi R lw||v].
takvih da je ug = w, u, = v i R}|u;|[ui1| za 0 < 7 < n, tj. zbog pretpostavke
indukcije R |u;|[ui| za 0 <i < n.

Neka je ¢ formula takva da je (p*)¢ € =FL(X) i M, v IF ¢. Podindukcijom po
m < n dokazujemo da je M, u,_p, Ik (p*)¢. Za m = 0 imamo u,, = v pa je u, Ik ¢.
No aksiom (v) je u u, pa imamo wu, IF (p*)¢.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m < n, tj. da je un,_n IF (p*)o.
Iz (p*)¢ € =FL(X) slijedi (p)(p*)¢ € —FL(XZ) pa zbog Rl |tn_m—1||tin_m| vrijedi
Un—m—1 IF (p){p*)o. Kako je aksiom (v) u w1, slijedi w, 1 Ik (p*)¢p. Time
je podindukcija zavrsena.

Sad za m = n imamo ug = w pa je w I+ (p*)¢. Dakle, R.|w|[v]. Time je
indukcija zavrSena.

Iz prethodne leme imamo S/ C R/, Zajedno sa RS C S/ iz propozicije 7.6 i
upravo dokazanim RS C R! imamo RS C R/ C RL. Iz leme 4.4 slijedi da je R
filtracija modela 9t kroz —FL(X). O

Teorem 7.11. PDL je slabo potpuna u odnosu na klasu svih reqularnih okvira.

Dokaz. Neka je ¢ konzistentna formula. Iz Teorema o kanonskom modelu slijedi da
postoji MCS w takav da je 9, w IF ¢. Neka je R regularan model nad —=FL({¢}).
Iz prethodne leme, fR je filtracija kanonskog modela 9t kroz —=FL({¢}). 1z Teorema
o filtraciji slijedi R, |w| IF ¢.

Dakle, svaka konzistentna formula ispunjiva je na regularnom modelu. Iz pro-

pozicije 5.4 slijedi da je PDL slabo potpuna u odnosu na klasu regularnih ok-
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vira. O

Na kraju ovog poglavlja primijetimo sljedec¢e. Neka je za konacan skup formula
Y. definiran model R = (At(X), R., V' )zen Ciji je nosa¢ skup atoma nad . Za
osnovni program a relacija dostizivosti je definirana s A R, B ako i samo ako je
formula AA (a) B konzistentna, a za slozene programe relacije dostizivosti su defini-
rane induktivno pomocu unije, kompozicije i refleksivnog tranzitivnog zatvorenja.
Valuacija V' definirana je s V'(p) = {A € At(X) | p € A} za svaku propozicionalnu
varijablu p.

Tada je R’ izomorfan modelu fR, regularnom modelu nad . Naime, promo-
trimo funkciju s W_p sy — At(X) danu s |w| — A,. Jednostavno se provjeri
da je funkcija dobro definirana, da je bijekcija i da zadovoljava uvjete (i) i (ii) iz
definicije 3.6. Prema tome, to je izomorfizam modela.

Stoga modele R i R’ poistovjecujemo i u nastavku koristimo bilo koji od njih,
ovisno o tome odgovara li nam vise pogled na regularan model nad > kao na

filtraciju kanonskog modela, ili kao na model nad skupom atoma At(X).



POGLAVLJE

Odlucivost i slozenost

Dosad smo vidjeli sto je logika PDL i koja je njena veza s klasom regularnih okvira.
Sljedece Sto nas zanima je postoje li algoritmi koji bi za zadanu formulu ¢ odlucili
je li ona teorem logike PDL, je li PDL-konzistentna, je li ispunjiva na regularnom
okviru te je li valjana na svakom regularnom okviru. Ako neki od tih algoritama
postoji, sto mozemo reé¢i o njegovoj slozenosti?

U odlomku 8 uvodimo terminologiju i model izracunavanja koji omogucuju
precizniju formulaciju ta dva pitanja. Dajemo i potvrdan odgovor na prvo od
njih, koji se moze sazeti u jednu recenicu: PDL je odluciva logika. U odlomku
9 odgovaramo i na drugo pitanje. Naime, sva cetiri problema pripadaju u klasu
EXPTIME-potpunih problema.

8 Odlucivost PDL

U ovom odlomku istrazujemo izrac¢unljivost problema ispunjivosti i valjanosti. Ap-

straktna formulacija tih problema je sljedeca:

Definicija 8.1. Neka je ¢ formula, a M klasa modela. Problem M-ispunjivosti je
problem utvrdivanja je li ili nije ¢ ispunjiva na nekom modelu iz M, a problem M-
valjanosti je problem utvrdivanja je li ili nije ¢ globalno istinita na svim modelima
iz M, tj. je li ili nije M IF ¢.

Problemi M-ispunjivosti i M-valjanosti jedan su drugome dualni. Naime, for-

mula ¢ je M-ispunjiva ako i samo ako nije M I+ —¢. Prema tome, ako imamo

35
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algoritam za M-valjanost, kao ulaz mu mozemo dati —¢ kako bismo testirali M-
ispunjivost formule ¢. Analogno, algoritam za M-ispunjivost moze posluziti za
testiranje M-valjanosti formule.

To je bio pogled sa semanticke strane. Sa sintakticke strane mozemo govoriti

o sljede¢im problemima:

Definicija 8.2. Neka je ¢ formula, a A normalna modalna logika. Problem ut-
vrdivanja je li ili nije ¢ A-konzistentna formula je problem A-konzistentnosti, a

problem utvrdivanja je li ili nije 5 ¢ je problem A-dokazivosti.

Posljedica Teorema o kanonskom modelu (tm. 6.8) je da za svaku normalnu
modalnu logiku A postoji barem jedna klasa modela M takva da je A = Ap
(npr. jednoclana klasa koja sadrzi samo kanonski model za A). No tada se pro-
blem A-konzistentnosti svodi na problem M-ispunjivosti, a problem A-dokazivosti
na problem M-valjanosti pa smo slobodni i dalje zadrzati semanticki pogled. To
naglasavamo tako da problem A-konzistentnosti zovemo problemom A-ispunjivosti,
a problem A-dokazivosti problemom A-valjanosti.

Kako bi dosadasnja rasprava o apstraktnim pojmovima kao sto su ,algoritam”
i ,problem” imala smisla, potrebno je izabrati precizan model izracunavanja i
pokazati da se objekti koje razmatramo (formule i modeli) mogu reprezentirati na
pogodan nacin.

Kao model izracunavanja posluzit ¢e nam Turingovi strojevi. Nec¢emo se upu-
stati u njihovu formalnu definiciju, kao ni u formalnu definiciju niza pojmova koji
se uz njih vezu.! Spomenimo samo da u kontekstu Turingovih strojeva pojam
,problem” poistovjecujemo s jezikom—skupom rije¢i nad nekim konac¢nim alfabe-
tom. Pritom rijeci predstavljaju objekte koje razmatramo, npr. u slu¢aju problema
A-ispunjivosti A-ispunjive formule. Dakle, umjesto da se pitamo je li formula ¢
A-ispunjiva, pitamo se pripada li reprezentacija formule ¢ odgovaraju¢em jeziku.
Na takva pitanja Turingovi strojevi mogu odgovoriti prihva¢anjem ili odbijanjem
reprezentacije dane kao ulaz.

Posvetimo se sada reprezentaciji formula i modela, i to u jeziku propozicionalne

dinamicke logike. Ako se prisjetimo definicije 1.2, vidimo da formule same po sebi

1Ukoliko ¢itatelj nije upoznat s tim pojmovima, standardan (i odlian) udzbenik u kojem se
tretiraju je [19]. Neke alternativne (ali ekvivalentne) modele izrac¢unavanja ¢itatelj moze pronadi

u [21], zajedno s pregledom najvaznijih rezultata iz teorije izrac¢unljivosti.



POGLAVLJE 3. ODLUCIVOST | SLOZENOST 37

veé jesu rijeci, ali nad prebrojivim alfabetom. Da bismo doskocili tome, uvodimo
sljedeci nacin oznacavanja propozicionalnih varijabli: slovo p na koje se nastavlja
numericki sufiks—prirodan broj u binarnom obliku koji oznacava indeks propozi-
cionalne varijable. Tako imamo, primjerice, p1, p10, p11, p100 itd. Analogno,
osnovne programe oznacavamo s al, al0, all, al100 itd. Dakle, reprezentacija
formule je rije¢ nad alfabetom {p,a,0,1,(,),V,—, L, (,),U, o0, *}. Duljinu repre-
zentacije formule ¢ oznacavamo s |¢|.

Kad je rije¢ o reprezentaciji modela, situacija je malo skakljivija. Naime, kod
modela M = (W, R,V ).en svaka od komponenti moze biti beskonacna, i jos
k tome imamo beskonac¢no mnogo relacija dostizivosti. Medutim, uoc¢imo sto je

doista bitno za evaluaciju formule ¢ na modelu 9:

e V/(p) samo za propozicionalne varijable p koje se doista pojavljuju u formuli

¢, a takvih je kona¢no mnogo,

e R, samo za programe 7 koji se javljaju u formuli ¢, a takvih je konacno

mnogo.

Nadalje, za problem PDL-ispunjivosti trebat ¢e nam regularan model koji ispu-
njava formulu ¢. U prethodnom poglavlju vidjeli smo da takav model, oznac¢imo
ga s R, mozemo dobiti filtracijom kanonskog modela za PDL kroz skup =FL({¢}).
Kako je =FL({¢}) konacan (prop. 7.2), slijedi da PR ima konacno mnogo stanja
(prop. 4.5). Osim toga, u R su i sve relacije dostizivosti kona¢ne, kao i svi sku-
povi valuacijom pridruzeni propozicionalnim varijablama. Dodatna pogodnost je
i ta Sto reprezentacija konac¢nih regularnih modela uopée ne mora pamtiti relacije
dostizivosti za slozene programe, jer se one mogu izracunati iz relacija dostizivosti

za osnovne programe. Kad sve to uzmemo u obzir, dolazimo do sljedece definicije:

Definicija 8.3. Model 9t = (W, R, V) en je reqularan model konacnog karaktera
ako je regularan, skup stanja W je konacan, relacije dostizivosti R, su neprazne
samo za kona¢no mnogo osnovnih programa a i skupovi V(p) su neprazni samo za

kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli p.

Propozicija 8.4. PDL je adekvatna i slabo potpuna u odnosu na klasu svih regu-

larnih modela konacnog karaktera.
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Dokaz. Adekvatnost slijedi iz ¢injenice da je svaki PDL-teorem globalno istinit na
svakom regularnom modelu, pa tako i regularnom modelu konac¢nog karaktera.
Slabu potpunost dobijemo na sljedec¢i nacin. Neka je ¢ PDL-konzistentna for-
mula. Tada je ¢ ispunjiva na regularnom modelu R = (W, R, V' )en nad —=FL({¢})
za koji smo ve¢ argumentirali da je konacan. Iz njega dobijemo reducirani model
R = (W, R, V')ren tako da za osnovne programe a koji su gradevni elementi pro-
grama koji se pojavljuju u ¢ stavimo R/, = R,; za ostale osnovne programe stavimo
R = @. Relacije dostizivosti za slozene programe definiramo induktivno kako bi
model bio regularan. Valuaciju V' definiramo tako da stavimo V'(p) = V(p) za
propozicionalne varijable p koje se pojavljuju u ¢, a za ostale stavimo V'(p) = &@.

Model R’ je regularan model kona¢nog karaktera na kojem je ¢ ispunjiva. O]

Napomenimo da klase modela opc¢enito ne moraju biti skupovi. Medutim,
u klasi regularnih modela konacnog karaktera postoji, do na izomorfizam, samo
prebrojivo mnogo razli¢itih modela. Stoga u iskazu prethodne propozicije mozemo
govoriti o skupu regularnih modela konacnog karaktera.

Napomenimo i da prethodna propozicija kaze da logika PDL ima svojstvo ko-
nacnog modela. Ono sto je tu bitna stvar je da je PDL adekvatna i slabo potpuna
u odnosu na neku klasu kona¢nih modela. Dodatak o ,konac¢nom karakteru” je
vise tehnicke prirode.

Regularne modele konacnog karaktera reprezentiramo kao rijec¢i nad alfabetom
{w,p,2,0,1,;,(,)}. Stanja oznacavamo znakom w na koji dodajemo numericki su-
fiks u binarnom obliku. Osnovne programe i propozicionalne varijable oznacavamo

kao i prije. U konacnici, rije¢ koja reprezentira model je sljedec¢eg oblika:

<<a,1, WesWr)s ;(wg;wh>>; ;<aik;<wq;wr); ;(ws;wt>>>;
<<P]1, Wy .o ,wy>> <sz (Wys ... ;wv>>>>

Pritom je 1 < e, f,9,h,q,7,8,t,2,y,u,v < n. Prva komponenta (u prvom redu)
predstavlja stanja u modelu, druga komponenta (u drugom redu) prestavlja relacije
dostizivosti za osnovne programe, a tre¢a komponenta (u treéem redu) predstavlja
valuaciju. Pretpostavljamo da nasa reprezentacija zadovoljava ocite uvjete do-

brog formiranja. Npr. da nema ponavljanja ni u kojoj od komponenti te da treca
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komponenta doista predstavlja funkciju.

Reprezentacije koje smo uveli omoguéuju nam da govorimo o rekurzivnim i
rekurzivno prebrojivim skupovima formula i modela. Rekurzivan skup je onaj za
koji postoji Turingov stroj koji za dani ulaz u kona¢no mnogo koraka odlucuje
predstavlja i ulaz element skupa ili ne (kako god bilo, najvaznije je da stroj u
svakom slucaju stane). Rekurzivno prebrojiv skup je onaj za koji postoji Turingov
stroj—enumerator koji uzastopce na izlaz ispisuje reprezentacije elemenata skupa,
i samo njih. Pritom je vazno da se svaki element prije ili kasnije pojavi na izlaznoj
listi.

Prisjetimo se da smo rekli da probleme poistovje¢ujemo sa jezicima, tj. skupo-
vima rije¢i. Kazemo da je problem odluciv ako je, shva¢en kao jezik, rekurzivan.
U protivnom kazemo da je neodluciv.

Napomenimo da je oc¢ito moguée konstruirati Turingov stroj koji bi za danu
formulu, model i stanje (tj. njihove reprezentacije) odlucio je li formula istinita na
modelu u zadanom stanju. Naime, nije tesko zamisliti program napisan u nekom
od vigih programskih jezika koji bi to radio. Prema Church-Turingovoj tezi? onda
postoji i Turingov stroj koji bi obavio isti posao.

U nastavku se vise ne¢emo zamarati detaljima Turingovih strojeva i reprezenta-
cija formula i modela. Vra¢amo se na apstraktni nivo. Govorit ¢emo o algoritmima
koje ¢emo opisivati prilicno neformalno. Medutim, uvijek valja imati na umu da
nam Church-Turingova teza omogucuje spustanje na nivo na kojem barem u prin-
cipu sve mozemo raspisati formalno i precizno.

Upotrijebimo konacno sve o ¢emu smo raspravljali kako bismo iskazali i do-
kazali glavni rezultat ovog odlomka. Reéi ¢emo da je normalna modalna logika
A odluciva ako je odluciv problem A-ispunjivosti (ili ekvivalentno: A-valjanosti).
Dakle, A je odluciva ako i samo ako je rekurzivna. Ako A nije odluciva, kazemo

da je neodluciva.
Teorem 8.5. PDL je odluciva.

Dokaz. PDL ima rekurzivan skup aksioma pa je rekurzivno prebrojiva®. Neka je R

2Church-Turingova teza, poznata i kao Churchova teza, otprilike kaze da sve $to je izracun-
ljivo, izracunljivo je na Turingovom stroju. Drugim rije¢ima, Turingov stroj je model izracuna-
vanja koji dobro pogada intuitivan koncept izracunljivosti, tj. algoritamske rjesivosti. Za detalje
i precizniju formulaciju pogledati [19] ili [21].

30vo nije sasvim trivijalna tvrdnja. Intuitivno, mogli bismo konstruirati Turingov stroj koji
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skup svih medusobno neizomorfnih regularnih modela konac¢nog karaktera. Ocito
je i R rekurzivno prebrojiv. Prema propoziciji 8.4 imamo PDL = Ag.

Neka je M; Turingov stroj—enumerator koji generira PDL-teoreme, tj. formule
globalno istinite na R, a M, enumerator koji generira regularne modele konac¢nog
karaktera. Opisimo Turingov stroj M3 koji odlucuje problem PDL-valjanosti.

Neka je zadana formula ¢. M3 ponavlja sljedec¢e korake:
1. Generiraj pomoc¢u M; sljede¢i PDL-teorem. Ako je on jednak ¢, prihvati ¢.

2. Generiraj pomoc¢u M; sljedeéi regularni model kona¢nog karaktera. Ako je

—¢ ispunjiva na njemu, odbaci ¢.
3. Vrati se na korak 1.

Ukoliko je ¢ PDL-teorem, ocito ¢e prije ili kasnije biti prihva¢ena u prvom
koraku. U protivnhom je —¢ ispunjiva na regularnom modelu kona¢nog karaktera
pa ¢e prije ili kasnije ¢ biti odbacena u drugom koraku. U svakom slucaju, Mjz ¢e

stati pa on odlucuje problem PDL-valjanosti. O]

9 EXPTIME-potpunost PDL

Ustanovili smo da je problem ispunjivosti za PDL odluciv. Sljedece $to nas zanima
je sto mozemo reéi o njegovoj vremenskoj slozenosti. Kao sto ¢emo vidjeti, problem
PDL-ispunjivosti je EXPTIME-potpun®.

Klasa EXPTIME sadrzi probleme koji su odlucivi na deterministickom Turin-
govom stroju u vremenu eksponencijalnom s obzirom na duljinu ulaza. Kazemo
da je problem P EXPTIME-tezak ako se svaki problem F iz klase EXPTIME moze
vremenski polinomno reducirati na njega. To znaci da za svaki problem E iz klase
EXPTIME postoji Turingov stroj koji u polinomnom vremenu instancu problema

E prevodi u instancu problema P, sto nam omogucuje da algoritam koji rjesava P

bi ispisivao PDL-teoreme. On bi krenuo od aksioma i uzastopno primjenjivao pravila izvoda na
veé ispisane formule kako bi dobio nove formule. Moralo bi se pripaziti na redoslijed ispisivanja

kako bi se svaki teorem prije ili kasnije pojavio na listi.
47a preciznu definiciju klasa vremenske slozenosti, kao i svih pojmova iz teorije slozenosti koji

se koriste u ovom odlomku, ¢itatelj se upucuje na ve¢ spomenutu knjigu [19].



POGLAVLJE 3. ODLUCIVOST | SLOZENOST 41

iskoristimo kako bismo rijesili £. U tom smislu EXPTIME-teski problemi su barem
toliko teski koliko i najtezi problemi iz klase EXPTIME.

EXPTIME-potpuni problemi su problemi koji su EXPTIME-teski, i jos se k tome
nalaze u klasi EXPTIME. Dakle, to su najtezi predstavnici te klase. Jedna od
posljedica teorema o vremenskoj hijerarhiji® je da je P C EXPTIME, pri ¢emu
je P klasa problema koji su na deterministickom Turingovom stroju odlu¢ivi u
polinomnom vremenu. Budué¢i da se jedino problemi iz P smatraju prakticno
rjesivima, to znaci da su EXPTIME-potpuni problemi neukrotivi (engl. intractable),
tj. za iole vece ulaze bilo koji algoritam koji ih rjeSava ¢e se naprosto predugo
izvrSavati.

Postavlja se pitanje koji je uzrok tolike vremenske slozenosti problema ispunji-
vosti za PDL. Kao sto se moze i pretpostaviti, glavni krivei su modalni operatori
oblika [a*] koji ,,pretrazuju” refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije R,. Oni
mogu prisiliti modele da budu eksponencijalno ,,duboki”. Bolji uvid daje nam

sljedeca propozicija:

Propozicija 9.1. Za svaki prirodan broj n postoji formula k,, ispunjiva na regular-
nom modelu, duljine O(n?) i takva da svaki regularan model na kojem je ispunjiva

sadrzi niz od 2" razlicitih stanja:
Wo Ra Wi ...Woan_9 Ra Won _1q.

Nadalje, jedini modalni operatori koji nastupaju u k, su [a] i [a*], pri cemu je a

0snovNt program.

Dokaz. Pokazat ¢emo da koristeci jezik propozicionalne dinamicke logike mozemo
implementirati broja¢ koji postavlja uvjet na minimalan broj stanja u modelu.
Za zadani pozitivan prirodan broj n neka su qq, ..., q,_1 razli¢ite propozicionalne
varijable. S V(¢;, w) oznacimo istinitost varijable ¢; u stanju w nekog modela;
ako je ¢; istinita u w, stavljamo V(¢;,w) = 1, u protivnom V(¢;,w) = 0. Tada
lista [V (¢n—1,w),...,V(g,w),...,V(qo, w)] predstavlja n-bitan binaran zapis pri-
rodnog broja, pri ¢emu je V'(¢,_1,w) najznacajnija, a V'(qo, n) najmanje znacajna

znamenka.

°Pogledati [19, str. 341].
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Konstruiramo formulu &, koja, ako je istinita u stanju wy, osigurava postojanje

niza od 2" stanja:
wo Rg wy ... w Ry Wiy .. Wan_9 Ry won_q.

Pritom za stanje wy, lista [V (g,—1, wr), - .., V(qo, wy)] predstavlja n-bitan binaran
zapis broja k. Primjerice, za n = 2 model ¢e sadrzavati stanja wy, ..., ws;. Kako
se pomi¢emo s jednog stanja na drugo, nailazimo na sljedece liste istinosnih vri-
jednosti: [0,0], [0, 1],[1,0],[1,1]. Upravo ¢injenica da stanja s razli¢itim indeksima
imaju razli¢ite liste istinosnih vrijednosti osigurava da su sva stanja wj; medusobno
razlicita.

Da bismo izveli Zeljenu konstrukciju, promotrimo kako se promijeni binaran
zapis broja kad mu dodamo 1. Pretpostavimo da je n = 6 i da se radi o broju sa
zapisom 010111. Nakon uvecavanja, zapis je 011000. Promjenu mozemo formuli-
rati ovako: ako je 7, 0 < 7 < n, najmanji broj takav da je znamenka na poziciji
1 jednaka 0, onda se znamenke na pozicijama manjim ili jednakim ¢ promijene, a
znamenke na pozicijama veéim od 7 ostaju iste. Promjenu u jeziku propozicionalne

dinamicke logike mozemo zapisati sa sljede¢ih n formula, za 0 < i < n:

i = <_‘Qi/\ A %) -

(B@n A ~w)n A (6= 0 A g~ ).

Pritom dogovorno praznu konjunkciju smatramo identicnom logickoj konstanti T.
Sad trazenu formulu k,, mozemo definirati ovako:
fin = (a1 A+ Ago) Afa{a) T Afa’] A\ i
0<i<n
Prvi dio konjunkcije inicijalizira broja¢ na 0, drugi dio osigurava da za svako stanje
u nizu postoji sljedbenik, a tre¢i dio osigurava da se uvecavanje za 1 odvija kako
treba. Ocito je duljina formule , O(n?) i koriste se samo dozvoljeni modalni
operatori [a] i [a*]. Iz konstrukcije je jasno da je formula ispunjiva na regularnom
modelu i da svaki regularan model koji je ispunjava ima trazeni niz od barem 2"

razlicitih stanja. O

Dokaz EXPTIME-potpunosti problema PDL-ispunjivosti dijelimo na dva di-

jela. Prvo dokazujemo da je problem EXPTIME-tezak redukcijom s jedne varijante
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problema poploc¢avanja za koju je poznato da je EXPTIME-potpuna. U drugom
dijelu dajemo algoritam koji za zadanu formulu ¢ u eksponencijalnom vremenu
konstruira regularan model kona¢nog karaktera 9t za koji vrijedi da je ¢ ispunjiva
na regularnom modelu ako i samo ako je ispunjiva na 9. Algoritam se bazira na

eliminaciji Hintikkinih skupova.

EXPTIME-tezina preko problema poplocavanja

Problemi poplocavanja predstavljaju vrstu problema koja je izrazito pogodna za
dokazivanje raznih rezultata o izrac¢unljivosti i slozenosti modalnih logika. Naime,
postoje neodlucivi problemi poplocavanja pa neodlucivost neke modalne logike
mozemo dokazati redukcijom s jednog od takvih problema. Ono Sto je nama
zanimljivo je da postoje i EXPTIME-teski problemi poploc¢avanja koje mozemo
polinomno reducirati na problem PDL-ispunjivosti. Do jednog takvog (koji je
¢ak EXPTIME-potpun) doéi ¢emo promatrajuéi igru poplocavanja koridora za dva
igraca.

Prije nego se upustimo u opisivanje te igre, objasnimo ukratko kako funk-
cioniraju dokazi redukcijom. Naime, pretpostavimo da imamo problem P koji
je EXPTIME-tezak. To znaci da svaki problem iz klase EXPTIME mozemo poli-
nomno reducirati na P. Neka je () problem za koji smo pokazali da se P na njega
moze polinomno reducirati. Tada proizvoljan problem FE iz klase EXPTIME prvo
polinomno reduciramo na P, a zatim na (). Komponiranjem te dvije redukcije
ostvarili smo polinomnu redukciju problema E na problem @), $to znadci da je i @)
EXPTIME-tezak.

Opisimo igru poplocavanja koridora. Prvo, plocica T je 1 x 1 kvadrat fiksne
orijentacije ¢ija je svaka stranica obojana nekom bojom. Na te boje se referiramo
s lijevo(T), desno(T), gore(T) i dolje(T). Dvoje igraca, Eva i Adam, imaju na
raspolaganju konacan skup {73, 75, ..., Ty} razli¢itih uzoraka plocica; od svakog
na raspolaganju imaju beskonac¢no mnogo primjeraka. Tim ploc¢icama poplocavaju
koridor—pravokutnu mrezu koja je Sirine n, odozdo je ogranicena, a prema gore se
proteze u beskonacnost. Pritom je bitno da susjedne ploc¢ice imaju stranice kojima
se dodiruju obojane istom bojom.

Osim spomenutih uzoraka, u igri su jos dva specijalna, oznacena s Ty i Tyy;.

Ty sluzi iskljuc¢ivo za oznacavanje granica koridora. Zamisljamo ga kao da su mu
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sve stranice obojane nekom istaknutom bojom, npr. bijelom. 7%, je pobjednicka
plocica ¢iju ulogu objasnjavamo kasnije.

Na pocetku igre u prvi red se postavljaju pocetne plocice Iy,...,I,. Mozemo
zamisljati da ih odabire sudac koji osim toga pazi da se u nastavku igra odvija
prema pravilima. Sudac lijevo od plocice I; i desno od I, postavlja bijelu plocicu

Ty, tako da prvi red koridora izgleda kao na slici 9.1.

11 I2 In—l In

Slika 9.1: Prvi red koridora

Zapravo mozemo smatrati da sudac odmah ispuni stupce 0 i n+ 1 bijelim, gra-
ni¢nim plocicama, tako da igraci postavljaju svoje ploc¢ice u unutrasnjost koridora

s n stupaca (vidi sliku 9.2).

5L I, Iy I,

Slika 9.2: Pocetni izgled koridora

Kad je sve spremno, Eva i Adam mogu krenuti s poploc¢avanjem. Njih dvoje
naizmjence stavljaju po jednu plocicu u koridor, s tim da Eva uvijek pocinje prva.
Mjesto na koje igra¢ koji je na potezu stavlja plocicu strogo je odredeno: koridor
se mora popunjavati odozdo prema gore, slijeva nadesno. Nakon prvog Evinog
poteza koridor izgleda kao na slici 9.3.

Adam mora odgovoriti postavljanjem plo¢ice neposredno desno od T. Kad

ispune citav red plocicama, igraci prelaze u sljededi i to tako da opet pocénu od
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Il 12 In—l ]n

Slika 9.3: Koridor nakon prvog Evinog poteza

stupca 1. Dakle, igrac¢i ne mogu slobodno odluciti na koje mjesto ¢e postaviti
plocicu, nego iskljucivo kakav uzorak ¢e odabrati. Pritom moraju paziti da su
stranice kojima se susjedne plocice dodiruju obojane istom bojom (to se odnosi
i na plocice u prvom i n-tom stupcu koje se moraju slagati s bijelim grani¢nim
plo¢icama; primjerice, na slici 9.3 mora biti lijevo(T) = bijela.)

Ostaje jos odrediti kad netko od igraca pobjeduje ili gubi. U slucaju da je
u kona¢no mnogo poteza konstruirano poplocavanje takvo da se u prvom stupcu
nalazi plocica tipa T,.1, pobjeduje Eva. U protivnhom, ako nitko od igraca ne
moze napraviti legalan potez, a Ts,1 nije u prvom stupcu, ili ako se igra odvija
beskonac¢no dugo, Adam pobjeduje.

Postavlja se pitanje: ako je zadana igra (tj. zadane su dozvoljene plocice
To, ..., Tsyq 1 inicijalne plocice Iy, ..., I,), ima li Eva pobjednicku strategiju? Da
bismo precizirali sto pod tim mislimo, razmisljajmo u terminima stabla igre u
kojem vrhovi predstavljaju pozicije igre (trenutno dovrsena poploc¢avanja), a us-
mjereni bridovi legalne poteze. Pritom je vazno da za Evine pozicije u stablu
budu zabiljezene sve moguce pozicije do kojih Adam moze legalno doéi (takvih je
konacno jer Adam ima konacan izbor uzoraka plocica).

Rekurzivno definiramo pojam pobjednicke pozicije za Evu u stablu igre:

(i) Ako je u nekoj poziciji plocica T,y postavljena u prvom stupcu, ta pozicija

je pobjednicka za Evu.

(ii) U slucaju da je Eva na potezu u poziciji x, ta pozicija je pobjednicka za nju
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ako postoji legalan potez koji vodi u pobjednicku poziciju.

(iii) U slucaju da je Adam na potezu u poziciji x, ta pozicija je pobjednicka
za Evu ako Adam moze napraviti legalan potez i svaki takav potez vodi u

pobjednicku poziciju za Evu.

Kazemo da Eva ima pobjednicku strategiju ako i samo ako postoji stablo igre u
kojem je korijen pobjednicka pozicija za Evu. Problem odredivanja ima li Eva po-
bjednicku strategiju zove se problem poplocavanja koridora za dvije osobe. Poznato
je da je taj problem EXPTIME-potpun [6].

Teorem 9.2. Problem ispunjivosti za PDL je EXPTIME-teZak.

Dokaz. Redukcijom s problema poplocavanja koridora za dvije osobe. Na stablo
igre gledat ¢emo kao na ukorijenjen regularan model s obzirom na istaknutu relaciju
dostizivosti R,, za osnovni program m. Ako s W oznac¢imo skup stanja, to znaci
da postoji stanje w € W, koje zovemo korijen, sa svojstvom da za sve v € W
vrijedi (R,,)*wv. Stanja u modelu predstavljaju pozicije igre, a relacija R,, kodira
legalne poteze.

Za zadanu instancu igre 7 = (s,n,{To,...,Ts+1},{f1,...,I,}) konstruirat

¢emo formulu ¢7 sa sljedeca tri svojstva:

(i) Ako Eva ima pobjednicku strategiju, ¢ je ispunjiva u korijenu nekog stabla

igre za 7 (tj. ukorijenjenog regularnog modela).

(ii) Ako je ¢ ispunjiva na regularnom modelu, Eva ima pobjednicku strategiju
u igri 7. Stovise, pobjednicku strategiju mozemo procitati tako da, pocevsi
u stanju u kojem je ¢ istinita, slijedimo niz stanja od kojih je svako sljedece
dostizivo preko R,, iz prethodnog, a koja predstavljaju pobjednicke pozicije

u ispunjavaju¢em modelu.
(iii) Formula ¢7 se moze konstruirati u vremenu polinomijalnom u n i s.

Formula ¢ je takva da potpuno opisuje strukturu stabla igre i izrazava nuzne
i dovoljne uvjete za postojanje pobjednicke strategije za Evu. Stoga konstrukciju
dijelimo u dva dijela. U prvom dijelu pomocu jezika propozicionalne dinamicke
logike opisujemo pocetnu konfiguraciju koridora, tijek igre (da igra¢i naizmjence

povlace poteze), podudaranje boja itd. U drugom dijelu pronalazimo formule koje
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izrazavaju rekurzivnu karakterizaciju pobjednicke pozicije i onemogucéuju da se
igra odvija u beskona¢no mnogo poteza.

Slijedi popis oznaka za propozicionalne varijable koje se pojavljuju u ¢7:

(i) to,t1,...,ts,tsr1. Koristimo ih za reprezentaciju dozvoljenih plocica. Umje-

sto to ponegdje koristimo i oznaku bijela.

(ii) eva. Ova propozicionalna varijabla oznacava da je Eva sljede¢a na potezu.

Njena negacija oznacava da je Adam na potezu.

(iii) posi,...,pos,. Propozicionalnu varijablu pos; koristimo kako bismo oznadili

da se u trenutnom potezu plocica postavlja u stupac i.

(iv) col;(t), zasve 0 < ¢ < n+1lisvet € {to,...,ts41}. Ove propozicionalne
varijable koristimo kako bismo oznacili da je u prethodnom potezu u stupac

1 postavljena plocica t.

(v) pobjeda. Ova propozicionalna varijabla oznacava da je trenutna pozicija

pobjednicka za Evu.

Od modalnih operatora koristimo [m] i (m) (,nakon svakog mogudéeg poteza” i
»hakon nekog moguceg poteza”) te [m*], koji mozemo citati kao ,nakon svakog
moguceg konac¢nog niza poteza’.

Sljedeca formula opisuje situaciju na pocetku igre:
eva A posy A colg(bijela) A coly(tr,) A ... A col,(tr,) N col,i1(bijela).

Dakle, na potezu je Eva, a plocica ide u prvi stupac. Ostatak formule jednostavno
opisuje prvi red koridora (slika 9.1) koji postavlja sudac prije nego igrac¢i po¢nu
igrati.

Slijedi niz formula koje opisuju daljnji tijek igre. Sve one pocinju modalnim
operatorom [m*] kako bismo osigurali da vrijede nakon svakog kona¢nog niza po-

teza. Prvo dajemo trazeni smisao varijablama pos; i col;(t):

e Plocice uvijek moraju biti postavljene u barem jedan od stupaca 1 do n:
[m*](pos1 V ...V posy),
i u najvise jedan od tih stupaca:

[m*|(pos; — —pos;), zasvei,j, 1 <i#j<n.
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U svakom stupcu ¢ prije je postavljena barem jedna plocica:

[m*|(col;(to) V ...V coli(tss1)), 0<i<n+ 1

U svakom stupcu ¢ prije je postavljena najvise jedna plocica:

[m*](col;(t,) — —col;(ty,)), 0<i<n+1, 0<u#v<s+1

Sudac je postavio bijele plocice u stupce 01 n + 1:

[m*](coly(bijela) A col,i1(bijela)).

Tokom igre, plocice se postavljaju slijeva nadesno, s povratkom u prvi stupac

kad se red ispuni:

[m*]((pos1 — [m]posa) A (posa — [m]poss) A ... A (pos, — [m|posi)).

Stupci u koje se ne postavlja ploc¢ica se ne mijenjaju kad se napravi potez:
m*] (=posi — ((coli(t,) — [mlcoli(tu)) A (mcoli(ty) — [m]=coli(t.)))),

pricemujel <1 <nil0<<u<s+ 1.

U nastavku navodimo formule koje opisuju strukturu stabla igre:

e [graci su naizmjence na potezu:

[m*]((eva — [m]—eva) A (meva — [mleva)).

e [graci povlace samo legalne poteze, tj. postavljaju plocice tako da se odgo-
varajuc¢e boje na susjednim ploc¢icama podudaraju. Radi konciznijeg zapisa
uvodimo ternarnu relaciju kompatibilnosti na propozicionalnim varijablama

t07 s Jtn+1:
C(t',t,t") ako i samo ako je
desno(T") = lijevo(T) i dolje(T) = gore(T"),

pri ¢emu su T, T" i T” plocice koje odgovaraju varijablama ¢, ¢’ i t”. Dakle,

C(t',t,t") vrijedi ako i samo ako se T' moze postaviti desno od plocice T" i
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iznad plocice T”. Uz pomo¢ definirane relacije formuliramo ogranicenja na

postavljanje plocica:

] ((posi A coli_y(t') A coli(t")) — [m] \/{coli(t) | C(t' 1, t”)}).
Pritom je 1 < ¢ < n te dogovorno smatramo da je \V @ = L.

e Uz ta ogranicenja moramo dodati jos i osiguranje da se ploc¢ica postavljena

u stupac n slaze s bijelom plo¢icom u stupcu n + 1:

[m*] (posn — [m] \/{col,(t) | desno(T) = bz’jela}).
Pritom propozicionalna varijabla ¢t odgovara plocici T'.

e Nadalje, moramo osigurati da su svi moguéi Adamovi odgovori na Evin potez

zabiljezeni u modelu:
] ((ﬂeva A pos; A coli_ () A coli(t")) — A (m)eoli(t) | C(Zt, t”)}).
Pritom je 1 < ¢ < n te dogovorno smatramo da je A = T.

Time smo zavrsili opis stabla igre. Sad moramo dodati formule kojima ¢emo
uhvatiti rekurzivnu karakterizaciju Evine pobjednicke pozicije. Bazu je jednos-
tavno opisati, dodajemo formulu koja osigurava da je poc¢etna pozicija pobjednicka
za Evu:

pobjeda.

Dodajemo formulu koja opisuje rekurzivne uvjete:
[m”| (pobjeda — (coly(ts41) V (meva A (m)T A[m]pobjeda) V (eva A <m)p0bjeda))).

Ostaje jos otkloniti moguénost Evine pobjede ukoliko se igra odvija u besko-
nac¢no mnogo poteza. Da bismo to napravili, primijetimo da postoji samo konacno
mnogo razli¢itih moguéih redova, i to najvise 2(s + 2)" (dvojka je tu jer u slucaju
neparnog n razlikujemo redove u kojima prvu plocicu stavlja Eva od onih u kojima
prvu plocicu stavlja Adam). Stoga nakon prvih N = 2n(s + 2)" poteza sigurno
dolazi do ponavljanja pozicija. To ne pomaze Evi; ako ne moze pobijediti u najvise
N poteza, ne moze uopcée pobijediti. Zato inzistiramo da igre ne traju vise od N

poteza.
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Taj zahtjev postizemo upotrebom brojaca iz dokaza propozicije 9.1. Neka
je k = |logy N| + 1 i neka su qo, ..., qr_1 medusobno razli¢ite propozicionalne
varijable koje su razli¢ite od dosad uvedenih. Formule ¢; za 0 < ¢ < k neka su kao

u dokazu propozicije 9.1. Dodajemo formulu:

(2qr—1 A ... A —qo) A [m”] /\ i -
0<i<k

Ukoliko broja¢ dode do N, Adam pobjeduje. Zbog jednostavnosti dat ¢emo si
oduska i dozvoliti da broja¢ dode do maksimalnog broja koji mozemo zapisati

k-bitnim binarnim zapisom:
[m*J((qr—1 A - .. A qo) — [m]—-pobjeda).

Formula ¢+ neka je konjunkcija svih dosad uvedenih formula. Prvo moramo
provjeriti da ¢ doista ima tri svojstva navedena na pocetku dokaza.

Ukoliko Eva ima pobjednicku strategiju, ima i strategiju s kojom pobjeduje
u najvise N poteza. Neka je M ukorijenjen regularan model koji odgovara toj
pobjednickoj strategiji. Prema konstrukciji formule ¢, ocito je ona istinita u
korijenu modela 1.

S druge strane, ako postoji regularan model 9T i njegovo stanje w takvo da je
M, w I 7, moramo pokazati da Eva ima pobjednicku strategiju uigri 7. Pa pret-
postavimo da takav model i stanje postoje. Tada je u w istinita propozicionalna
varijabla pobjeda, a onda je istinit i tre¢i disjunkt u rekurzivnoj karakterizaciji
pobjednicke pozicije, eva A (m)pobjeda. Stoga Eva moZe odabrati potez koji je
vodi u poziciju koja je oznacena kao pobjednicka. Isto moze ¢initi i u nadolaze¢im
rundama, Sto osigurava da se Eva stalno nalazi u pobjednickim pozicijama.

No, moze li Eva pobjediti u kona¢no mnogo poteza? Da, jer pretpostavimo da
je upravo odigran N-ti potez (to¢nije, potez ¢iji broj u k-bitnom binarnom zapisu
ima sve znamenke jednake 1). Kako je Eva stalno birala poteze koji je vode u
pobjednicke pozicije, i pozicija u kojoj se trenutno nalazi je pobjednicka. Stoga je

istinita jedna od sljedec¢ih formula:
[} COll (t5+1),
e —eva A (m)T A [m]pobjeda,

e cva A (m)pobjeda.
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Brojac¢ osigurava da je istinita formula [m|—pobjeda, prema tome, druga i treca
formula ne mogu biti istinite. Ostaje formula col; (tsy1), Sto znaci da je pobjednicka
plocica veé¢ postavljena u prvi stupac. No onda je Eva ve¢ pobijedila.

Za kraj, ostaje provjeriti da je duljina formule ¢z polinomijalna u n i s. No,
ocito jest. Jedino sto valja komentirati je da k, broj varijabli kojima kodiramo /V,

nije prevelik. Imamo
k= |logy N| +1<2+1logyn+nlogy(s+2),

pa je evidentno k = O(n(s + 2)), sto je dovoljno dobra asimptotska ocjena. ]

Eliminacija Hintikkinih skupova

Teoremom 9.2 uspostavili smo donju ogradu na vremensku slozenost problema
PDL-ispunjivosti: problem je EXPTIME-tezak. Ostaje nam pokazati da mozemo
uspostaviti i pripadnu gornju ogradu i time ustanoviti da je problem EXPTIME-
potpun. To ¢emo napraviti tako da opisemo konkretan eksponencijalni algoritam
za problem PDL-ispunjivosti. Algoritam se bazira na konceptu Hintikkinih sku-

pova.

Definicija 9.3 (Hintikkini skupovi za PDL). Neka je 3 skup formula u jeziku
propozicionalne dinamicke logike, a =FL(X) kao u definiciji 7.1. Hintikkin skup
nad ¥ je podskup H od —FL(X) koji zadovoljava sljedeée uvjete:

(i) L ¢ H.
(ii) Ako je =¢ € =FL(X), onda je =¢ € H ako i samo ako ¢ ¢ H.

(iii) Ako je ¢ V¢ € =FL(X), onda je ¢ V ¢» € H ako i samo ako je ¢ € H ili
Ve H.

(iv) Ako je (m o m)¢p € —FL(X), onda je (m o m)¢ € H ako i samo ako je
<7T1><7T2>¢ € H.

(v) Ako je (m Ume)p € —FL(X), onda je (m Um)¢p € H ako i samo ako je
(m)yp € H ili (my)¢ € H.

(vi) Ako je (7*)¢ € —=FL(X), onda je (7*)¢ € H ako i samo ako je ¢ € H ili
(m)(m*)¢ € H.



POGLAVLJE 3. ODLUCIVOST | SLOZENOST 52

Skup svih Hintikkinih skupova nad ¥ oznac¢avamo s Hin(X%).

Uvjet (ii) u prethodnoj definiciji osigurava maksimalnost Hintikkinih skupova:
ako je H € Hin(X), onda ne postoji H' € Hin(X) takav da je H C H'. Uvjeti (ii)
i (iii) zajedno povlace i analogone za ostale logicke veznike (A, —, <) definirane
preko =i V. Primjerice, ako je p Ay € =FL(X), onda je ¢ AYp € H ako i samo ako
jeoe HiYyeH.

Primijetimo da to znac¢i da Hintikkin skup H ne moze sadrzavati ocite pro-
pozicionalne inkonzistencije, npr. ne moze biti ¢ A ~¢ € H. Medutim, Hintikkini
skupovi ne moraju biti konzistentni® jer inkonzistentnost moZe nastati na modalnoj
razini. Primjerice, neka je ¥ = {(a)(p A —p)} za osnovni program a i propozici-

onalnu varijablu p. Tada je

—FL(X) = {—=(a)(p A —p), {a)(p A —=p),~(p A =p),p A —p,p, ~p}.

Jedan od Hintikkinih skupova je H = {p,—=(p A —p), (a)(p A —p)}, koji evidentno
nije konzistentan.

Sto se tice konzistentnih Hintikkinih skupova, o njima je veé bilo govora. Lako
se provjeri da su to upravo atomi (definicija 7.3). Dakle, At(¥) C Hin(%).

Hintikkine skupove koristimo tako da konstruiramo model 9° koristeéi kao
nosa¢ skup Hin(X). Zatim iterativnom eliminacijom Hintikkinih skupova koji
nam ne odgovaraju dobivamo sve manje i manje modele. Proces je deterministicki
i zaustavlja se nakon najvise eksponencijalno mnogo koraka. Na kraju nam ostane
model 9, regularan model konac¢nog karaktera. Pokazat ¢emo da je formula

ispunjiva ako i samo ako je ispunjiva na 91.

Eliminacija Hintikkinih skupova:

Baza. Neka je ¥ konacan skup formula u jeziku propozicionalne dinamicke
logike. Definiramo W9 = Hin(X). Za sve osnovne programe a od kojih su gradeni
programi koji nastupaju u formulama iz skupa X i sve H, H' € W9 definiramo
binarne relacije Q° tako da bude H Q° H' ako i samo ako za sve formule ¢ € H’,

(a)¢ € =FL(X) povlaci (a)¢ € H. Za ostale osnovne programe relacije dostizivosti

60dsad pa nadalje, kad kazemo konzistentnost, mislimo na PDL-konzistentnost. Analogno,
kad govorimo o ispunjivosti, mislimo na ispunjivost na regularnom modelu (ili, ekvivalentno,

regularnom modelu konacnog karaktera).
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ostavimo prazne, a za slozene programe ih definiramo induktivno. Valuaciju V°
definiramo s V°(p) = {H € W° | p € H}, za sve propozicionalne varijable p koje
nastupaju u formulama iz skupa 3J; za ostale propozicionalne varijable stavimo

VO(p) = @. Oznacimo F° = (W0, Q%) crr i M° = (F°,VO).

Induktivni korak. Pretpostavimo da smo za n > 0 definirali okvir §" =
(W™ Q™) ren 1 model M"™ = (F, V™). Kazemo da je H € W" zadovoljavajuci ako
i samo ako za sve programe w i sve formule ¢, ako je (m)1y) € H, onda postoji
H' € W™ takav da je H Q7 H' i vrijedi ¢ € H'. Definiramo:

(i) Wl = {H € W" | H je zadovoljavajuéi}.

(i) Za osnovne programe a je Q" = Q"N (W™ xW"*1) a za slozene programe

relacije dostizivosti su definirane induktivno. "' je (W, Q") .

(iii) V" je definirana s V"1 (p) = V™ (p)NW"*! za sve propozicionalne varijable
P, a mn+1 je (Sn+1,vn+l)'

Kako je Hin(X) konac¢an, a W™t C W" ovaj induktivni proces u jednom trenutku
prestaje stvarati nove strukture. Preciznije, postoji m > 0 takav da je za svaki
j=m, F =F"i MM =M. Definiramo § = (W, Qr)ren =F" i M= (F,V) =
omm.

Pretpostavimo da je ¥ = {9} za zadanu formulu . Bududi da skup —FL(X)
sadrzi najvise O(|¢|) formula (prop. 7.2), skup Hin(X) sadrzi najvise O(2/¥!) ele-
menata. Stoga je konstrukcija Hintikkinih skupova, a time i pocetnog modela
MM’ mogucéa u deterministickom eksponencijalnom vremenu. Nadalje, svaki korak
konstrukcije modela 9"+ iz modela M™ moguée je obaviti u deterministickom
polinomijalnom vremenu s obzirom na veli¢inu modela, dakle, deterministickom
eksponencijalnom vremenu s obzirom na |¢|. Stoga je sveukupno algoritam elimi-
nacije Hintikkinih skupova EXPTIME algoritam.

Kako bismo dokazali ve¢ najavljenu tvrdnju da je ispunjiva formula 1 ispunjiva
na 9, potrebne su nam dvije pomoc¢ne tvrdnje: analogoni Leme o postojanju
(Im. 6.6) i Leme o istinitosti (lm. 6.7).

Lema 9.4. Neka je ¥ konacan skup formula, a M = (W, Qr, V)ren model nastao

eliminacijom Hintikkinih skupova. Za sve programe m, formule x, ¢ H € W, ako
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je (m)x € =FL(X), onda je (m)x € H ako i samo ako postoji H' € W takav da je
HQ.H iyeH.

Dokaz. Ukoliko je (m)x € H, onda postoji H' € W takav da je H Q. H i x € H'.
Naime, to slijedi iz ¢injenice da je H zadovoljavajuéi skup: jedino takvi ostanu na
kraju eliminacije Hintikkinih skupova.

Obratnu tvrdnju dokazujemo indukcijom po strukturi programa 7. Pretposta-
vimo da je a osnovni program, a H i H' skupovi takvi da je H Q, H' i x € H'.
Kako je relacija Q, dobivena nizom restrikcija iz Q°, slijedi H Q° H' pa iz definicije
slijedi (a)y € H.

U koraku indukcije demonstriramo slucaj kad je 7 oblika p*. (Ostali slucajevi
su analogni, Cak i laksi.) Neka su, dakle, H i H’' Hintikkini skupovi takvi da je
HQ, H'ix € H'. Tada vrijedi H (Q,)* H', $to znac¢i da postoji konac¢an niz
Hy,...,H, € Wtakavdaje Ho=H, H,=H'i H;Q,Hi11 za 0 <i <n.

Podindukcijom po m < n dokazujemo da je (p*)x € H,_,,. Za m = 0 je
H, = H' paje x € H,. Iz uvjeta (vi) definicije Hintikkinog skupa tada slijedi
(p")x € Hy.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za m < n, tj. da je (p*)x € Hp_ . Iz
(p*)x € —FL(X) slijedi (p)(p*)x € =FL(X) pa zbog Hy,_n—1Q,Hp—p 1 pretpostavke
indukcije slijedi (p)(p*)x € Hp—m-1. Tad opet koriStenjem uvjeta (vi) definicije
Hintikkinog skupa zaklju¢ujemo da je (p*)x € H,_,,—1. Time je podindukcija

zavrsena.
Za m = n sad imamo da je (p*)xy € Hy = H. Time je zavrSena i glavna
indukcija. [

Lema 9.5. Neka je ¥ konacan skup formula, a M = (W, Qr, V)ren model nastao
eliminacijom Hintikkinih skupova. Za sve formule ¢ € =FL(X) i sve H € W wrijedi

M, H IF ¢ ako i samo ako je ¢ € H .

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule ¢. Za propozicionalne varijable i kons-
tantu L (ukoliko se nalazi u =FL({¢})) tvrdnja ocito slijedi iz konstrukcije valuacije
V i uvjeta (i) u definiciji Hintikkinog skupa. U koraku indukcije bulovski slucajevi
slijede iz uvjeta (ii) i (iii). Ostaje slucaj kad je ¢ oblika (r)x za neki program 7 i

formulu y.
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Ako je (m)x € H, prema prethodnoj lemi postoji H' € W takav da je H Q. H'
i x € H'. Po pretpostavci indukeije je 9, H' I+ x pa slijedi 9, H Ik (7).

Obrnuto, ako je M, H I+ (m)x, onda postoji H' € W takav da je H Q. H’
i M, H' I x. Po pretpostavci indukcije je x € H' pa iz prethodne leme slijedi
(m)x € H. O

Teorem 9.6. Problem ispunjivosti za PDL odluciv je u deterministickom ekspo-

nencijalnom vremenu.

Dokaz. Prisjetimo se, problem PDL-ispunjivosti je zapravo problem PDL-konzi-
stentnosti, no s obzirom da je PDL adekvatna i slabo potpuna u odnosu na klasu
R svih regularnih modela kona¢nog karaktera (prop. 8.4), svodi se na problem
R-ispunjivosti. Dakle, moramo pokazati da za zadanu formulu ¢ mozemo u deter-
ministickom eksponencijalnom vremenu odluciti je li ispunjiva na R.

Neka je ¢ zadana formula. Eliminacijom Hintikkinih skupova za ¥ = {¢}
konstruiramo model MM = (W, @, V) enr- Veé smo argumentirali da je konstrukcija
ostvariva u deterministickom eksponencijalnom vremenu. Ostaje pokazati da za
sve formule ¢ € =FL(X) vrijedi

¢ je ispunjiva ako i samo ako postoji H € W takav da je ¢ € H.

Pretpostavimo da za ¢ € =FL(X) postoji H € W takav da je ¢ € H. Tada po
prethodnoj lemi slijedi 9N, H I ¢. Drugim rijecima, ¢ je ispunjiva upravo u stanju
H modela 9M, koji je regularan model kona¢nog karaktera.

Obrnuto, neka je ¢ € —FL(X) ispunjiva formula. Tada je ¢ konzistentna pa
postoji MCS w takav da je ¢ € w. No to znaci da se ¢ nalazi u atomu A, =
w N =FL(X). Ostaje samo pokazati da je A, € W.

Pokazat ¢emo i vise, da je At(3) C W, tj. svaki atom ,,prezivi” eliminaciju Hin-
tikkinih skupova. To najlakSe pokazemo tako se prisjetimo regularnog modela nad
Y, R = (ALX), R, V') ren (def. 7.7 i napomena na kraju odlomka 7), tj. njegove
redukcije na regularan model kona¢nog karaktera R = (At(X), Ry, V)ren (kao u
dokazu prop. 8.4). Indukcijom dokazujemo da za svaki n > 0 vrijedi R, C Q" i
At(X) C W,

Sto se ti¢e baze indukcije, ve¢ smo vidjeli da je At(¥) C Hin(¥) = WO,
Pretpostavimo da vrijedi A R, B za atome A, B i osnovni program a. Tada je
formula A A (a)B konzistentna. Neka je x formula takva da je (a)y € =FL() i
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X € B. Kad ne bi bilo (a)y € A, bilo bi =(a)x € A. No onda bi iz konzistentnosti
formule AA (a) B slijedila konzistentnost formule —(a)y A (a)y, §to je kontradikcija.
Prema tome, vrijedi (a)x € A. No to znaci da je AQ° B, tj. R, C Q°. Bududi da su
i Ry iQY za slozene programe 7 izgradene induktivno pomo¢u unije, kompozicije
i refleksivnog tranzitivnog zatvorenja, slijedi da i za svaki 7 € II vrijedi R, C QY.

Pretpostavimo da za neki n > 0 vrijedi At(X) C W™ i da za svaki 7 € II vrijedi
R, C Q". Neka je A € At(Y) i pretpostavimo da je (m)x € A. Iz leme 7.4 slijedi
da postoji MCS w takav da je A = A,,. Iz Leme o postojanju (lm. 6.6) tada slijedi
da postoji MCS v takav da je RPPYwuv i x € v (pritom je RPPL relacija dostiZivosti
iz kanonskog modela za PDL). Iz ¢injenice da je regularan model nad ¥ filtracija
kanonskog modela kroz —=FL(X) slijedi A R, A,. No tad je A Q! A,, a buduéi da
vrijedii x € A,, zakljuc¢ujemo da je atom A zadovoljavajuc¢i Hintikkin skup. Dakle,
A € Wt Zbog proizvoljnosti A je onda i At(X) € Wt To odmah povlaci
R, € Q"™ za sve osnovne programe a, dok ista inkluzija za sloZene programe 7
vrijedi zbog induktivne definicije relacija R, i Q"' pomoc¢u unije, kompozicije i
refleksivnog tranzitivnog zatvorenja.

Na taj nacin smo indukcijom dokazali ono $to nam je nedostajalo, da je At(X) C
W. O

Uoc¢imo za kraj jos nekoliko ¢injenica vezanih uz model 9. Prvo, osim Sto
vrijedi At(3) C W, vrijedi i obrnuta inkluzija. Naime, iz leme 9.5 slijedi da za sve
H e W vrijedi 9, H IF H. Prema tome, svaki H € W je ispunjiv na regularnom
modelu (konacnog karaktera), a prema tome i konzistentan. Dakle, jedino atomi
,prezive” eliminaciju Hintikkinih skupova te je 901, kao i regularan model nad X,
takoder jedan model nad skupom At(X).

Drugo, pogledajmo model M7 = (W_g (s, QL, V). Pritom je W_g (s skup
Hfltriranih” stanja kanonskog modela za PDL, kao u definiciji 7.7 regularnog mo-
dela nad ¥. Za osnovni program a stavimo da je Q/ = R’ pri ¢emu je R! relacija
iz najvece filtracije nad W_r (x), kao u lemi 4.4. Za sloZene programe m relacije
dostizivosti Q7 definiramo induktivno pomoéu unije, kompozicije i refleksivnog
tranzitivnog zatvorenja. Valuaciju V/ definiramo s V/(p) = {|w| | p € w} za sve
propozicionalne varijable p.

Koristenjem bijekcije s W_p (x) na At(X) dane s |w| — A, jednostavno se

vidi da je 9/ izomorfan modelu ¢ija je 9 redukcija na regularan model konaé-
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nog karaktera. Nadalje, iz dokaza prethodnog teorema jasno je da je RS C Qf
(pri ¢emu je R/ relacija dostiZivosti iz regularnog modela nad ¥ gledanog kao na
filtraciju kanonskog modela). Analogno kao u dokazu propozicije 7.10 vidi se i
da je Qf C R! za sve programe 7. Stoga iz leme 4.4 slijedi da je i 9/ filtracija
kanonskog modela kroz skup =FL(3).



POGLAVLJE

Umjesto zakljucka

U ovom diplomskom radu dokazana su osnovna svojstva logike PDL: adekvatnost
i potpunost u odnosu na klasu regularnih okvira, odluc¢ivost i EXPTIME-potpunost
problema PDL-ispunjivosti. Umjesto zakljucka iznosimo sto bi dalje bilo zanim-
ljivo istraziti te sumiramo neke rezultate.

Primjerice, mogli bismo promatrati razne varijante propozicionalne dinamicke
logike koje nastaju izmjenama na sintaktickoj i semantickoj razini. Na sintaktickoj
razini jezik propozicionalne dinamicke logike mozemo obogatiti novim konstrukto-
rima programa: testom, presjekom i obratom. Na semantickoj razini bismo mogli
dodati ogranic¢enja na relacije dostizivosti pa, primjerice, promatrati samo relacije
koje su parcijalne funkcije. U odlomku 10 razmatramo sto se dogodi pri uvodenju
ovakvih izmjena.

U odlomku 11 spominjemo jedan otvoreni problem vezan za PDL: problem
Craigove interpolacije. Jedan od razloga zasto bi bilo zanimljivo znati ima li
PDL svojstvo Craigove interpolacije je veza s Bethovim svojstvom definabilnosti.

Definiramo ta dva svojstva i iznosimo neke djelomicne rezultate vezane uz njih.

10 Varijante PDL

Logika PDL o kojoj smo dosad govorili ¢esto se naziva regularna propozicionalna
dinamicka logika. Razlog je taj sto su programski konstruktori U, o i x isti oni

koji se koriste u teoriji formalnih jezika za konstrukciju regularnih izraza'. No,

Pogledati [19, str. 63].

o8
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razmatraju su i drugi programski konstruktori od kojih ¢emo ovdje spomenuti tri:
test, obrat i presjek. Spomenut ¢emo i semanticku modifikaciju koja nastaje zahtje-
vom da su relacije dostizivosti regularnog modela za osnovne programe parcijalne
funkcije. Rezultati koje ovdje iznosimo preuzeti su iz preglednog ¢lanka [1] koji
sadrzi i reference na dokaze.

Ideja testa je s jedne strane prirodna, a s druge strane pomalo neobic¢na. Pri-
rodno je to da zelimo imati neki programski konstruktor za kontrolu toka, kao
sto je to uobicajeno u bilo kojem programskom jeziku. Neobi¢na je sama sintak-
ticka izvedba, barem u odnosu na dosad videne programske konstruktore. Naime,
test nam omogucuje da napravimo program od formule: ako je ¢ formula, ¢ je
program.

Intuitivna interpretacija programa ¢? je ,,ako je ¢ istinita, nastavi, inace stani”.
Konkretnije, modalni operator (¢?) pristupa trenutnom stanju i ispituje je li ¢
istinita na njemu. Ako gledamo ovaj operator sam za sebe, onda (¢7)1y) znaci
isto sto i ¢ A 1. Medutim, u kombinaciji s ostalim programskim konstruktorima

mo#emo izgraditi programe poput:
o (if ¢ then  else p): ((¢7 o) U (=¢? 0 p)),
e (while ¢ do ): ((¢? o 7)* 0 —¢?),
o (repeat 7 until ¢): (7o ((—¢? o 7)* 0 ¢7)).

U skladu s intuitivnim idejama, htjeli bismo prilagoditi koncept regularnog
modela kako bi se i operator (¢?) ponasao na zeljeni nacin. Zato za odgovarajuéu
relaciju Rgr modela MM = (W, R, V) en zahtijevamo:

Rgr = {(w,v) e W? | w =vi9M,v - ¢}

Primijetimo da je za ovakav zahtjev na relaciju dostizivosti potrebna informacija
o istinitosti formule, tj. potrebna nam je valuacija. Zato ga ne mozemo izraziti na
razini okvira, nego samo na razini modela. Posljedica toga je i da sve rezultate
izrazavamo u terminima modela i globalne istinitosti umjesto u terminima okvira
i valjanosti.

Postavlja se pitanje mozemo li za klasu ovakvih ,prilagodenih” regularnih mo-

dela dati sintakticku karakterizaciju. Odgovor je da. Naime, jednostavno na listu
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aksioma za PDL iz definicije 2.5 dodamo sljede¢u shemu:

(¢7)p = ¢ A p.

Dobivenu minimalnu normalnu logiku oznac¢imo s PDL-test. Dokaz adekvatnosti i
slabe potpunosti u sustini je isti kao dokaz adekvatnosti i slabe potpunosti za PDL,
potrebne su samo manje izmjene (npr. u definiciji Fischer-Ladnerovog zatvorenja
potreban je dodatan uvjet i sliéno).

Sto se ti¢e problema ispunjivosti za PDL-test, takoder nema znacajnije razlike
u odnosu na problem ispunjivosti za PDL. I jedan i drugi su EXPTIME-potpuni.

Napomenimo jos i da test doista unosi vecu izrazajnost. Naime, moze se po-
kazati da za formulu

(repeat m until —p)(m)p

ne postoji ekvivalentna formula u jeziku propozicionalne dinamicke logike bez
testa.

Sljedeéi programski konstruktor koji se moze razmatrati je obrat (engl. con-
verse): ako je m program, onda je i 7~ program. Malo je teze dati intuitivnu
interpretaciju za 7~ pa odmah dajemo zahtjev na odgovarajucu relaciju dostizivosti
R,.-:

R = (R,) ' = {(w,v) e W? | (v,w) € R:}.

Dakle, obrat nam omogucuje da izrazavamo ¢injenice o prethodnim stanjima do
kojih bismo mogli do¢i izvrSavanjem programa unatrag.
Odgovaraju¢u adekvatnu i slabo potpunu sintakticku karakterizaciju dobijemo

tako da na listu aksioma za PDL dodamo sljedec¢e dvije sheme:

p — [T )p,
p — [ [(m)p.

Dobivenu minimalnu normalnu modalnu logiku oznac¢imo s CPDL.

SloZenost problema ispunjivosti za CPDL takoder se ne izmijeni na nikakav
bitan nac¢in. Problem i dalje pripada klasi EXPTIME-potpunih problema.

Sto se tice izrazajnosti, CPDL ima veéu izrazajnost od PDL-test, a time i od

PDL. Naime, promotrimo formulu (a¢~)T za osnovni program a i modele 9 =

(W, Re, V)ren 1 I = (W', R, V' )zen pri Cemu je W = {z,y}, W' = {y'}, R, =
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{(z,9)}, R, = @. Za valuacije je bitno da se y i ¢’ slazu u istim propozicionalnim
varijablama. Primjerice, mozemo staviti V' (p) = V'(p) = @ za sve p € ®.

Indukcijom se lako pokaze da se y i ¥ slazu u svim formulama jezika propo-
zicionalne dinamicke logike bez obrata. Medutim, ocito vrijedi M,y I+ (a™)T,
dok je M,y W (a~)T. Dakle, za (a~)T ne postoji ekvivalentna formula u jeziku
propozicionalne dinamicke logike bez obrata.

Zadnji programski konstruktor koji navodimo je presjek: ako su m i my pro-
grami, onda je i m; N7y program. Intuitivno, m N7y paralelno izvodi oba programa.

Na prvi pogled ovo je slicno konstruktoru unije. To se ocituje i na zahtjevu na

relaciju dostiZivosti Rx nm,:
Rynmy, = Rey N Ry,

Medutim, konstruktor presjeka je bitno razli¢it od svih dosad opisanih program-
skih konstruktora. Oznac¢imo s IPDL logiku klase regularnih modela s navedenim
dodatnim zahtjevom.

Prvo sto valja primijetiti je da zahtjev na relaciju dostizivosti za presjek ne
mozemo definirati formulom analognom formulama za kompoziciju i uniju iz de-
finicije 2.5. Naime, ako je 91 regularan model s dodatnim zahtjevom za presjek,

onda za sve programe 7, 7o € Il i formule ¢ vrijedi:

M (m N 72)o — (1)) A (T2)0).

No, obratna formula nije globalno istinita na ovakvim okvirima. To se lako vidi
ako uzmemo model MM = (W, R, V) en za koji je W = {z,y,z}. Za osnovne
programe a,b stavimo R, = {(z,y)} i Ry = {(z,2)}, Sto povlac¢i R,y = &.

Valuacija je proizvoljna. Tada vrijedi
Ml (a)TADGT 1 Mok (anb)T.

Mozemo se zapitati postoji li uopée aksiomatizacija za IPDL. Odgovor je da, a za
detalje se moze pogledati [1] i referenca koja je tamo dana.

Sljedeca bitna razlika je ta sto IPDL ne posjeduje svojstvo kona¢nog modela.
Naime, promotrimo formulu ¢ = [7*]((m) T A [#t N T7?]L), pri ¢emu smo s 7+
oznacili program 7 o 7*. Jednostavno se provjeri da ta formula izrazava da u

modelu postoji niz stanja (w;);en takav da:
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e za sve i € N vrijedi w; R, w;yq,
e ni za jedan ¢ € N ne postoji R,-ciklus koji pocinje u w;.

Pritom je R,-ciklus niz stanja vy, vy, ..., v, takavdajen >0, v; R;v;41 280 < j <
n i vy = v,. Nepostojanje R,-ciklusa osigurava da su svi w; medusobno razliciti,
Sto znaci da je ¢ ispunjiva iskljuc¢ivo na beskona¢nim modelima. (Ispunjiva svakako
jest, primjerice na modelu s nosa¢em N i relacijom R, = {(i,i+ 1) | i € N}.)

Cinjenica da IPDL ne posjeduje svojstvo kona¢nog modela onemoguéuje ko-
ristenje tehnika iz ovog diplomskog rada za analizu problema IPDL-ispunjivosti.
Stovise, pitanja vezana za slozenost tog problema su donedavno bila otvorena. U
¢lanku [14] ustanovljeno je da je problem ispunjivosti za IPDL-test (ukljuceni su i
test i presjek) EXPSPACE-tezak, a kasnije je dana i donja ograda deterministickog
dvostrukog eksponencijalnog vremena za problem IPDL-ispunjivosti (odgovara-
jucu klasu slozenosti oznacavamo s 2EXPTIME). Zajedno s rezultatom poznatim
otprije, da se ispunjivost za IPDL-test nalazi u klasi 2EXPTIME, time je rijeseno
pitanje slozenosti ovih problema. Nadalje, ako uklju¢imo sva tri dodatna program-
ska konstruktora, dobijemo logiku ICPDL-test. U ¢lanku [8] ustanovljeno je da je
i ispunjivost za ICPDL-test 2EXPTIME-potpun problem.

Zadnju varijantu logike PDL koju spominjemo dobijemo tako da zahtjevu regu-
larnosti modela dodamo i zahtjev da su relacije dostizivosti za osnovne programe
parcijalne funkcije. Preciznije, ako je a osnovni program te ako su w, v, u stanja u
modelu, onda

R,wv i R,wu povlaci v = u.

Logiku klase takvih modela ozna¢imo s DPDL, pri ¢emu D dolazi od interpreta-

cije da se sad osnovni programi ponasaju deterministicki. Regularne modele koji

zadovoljavaju navedeni zahtjev zovemo deterministicki regularni modeli.
Sintakticku karakterizaciju logike DPDL dobijemo tako da na listu aksioma iz

definicije 2.5 dodamo sljede¢u shemu:

(m)p — [7]p.

Nadalje, postoje rezultati koji uspostavljaju EXPTIME-potpunost problema ispu-
njivosti za DPDL.
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Cinjenica da se niSta zna¢ajno ne pokvari ograni¢avanjem na deterministicke
regularne modele mogla bi nas navesti na misao da je determinizam bezazlen zah-
tjev. Medutim, deterministicke verzije raznih sintaktickih varijanti logike PDL
ili nisu aksiomatizabilne, ili imaju neodluciv problem ispunjivosti. Konkretno,

deterministicka verzija logike IPDL ima neodluciv problem ispunjivosti.

11 Craigova interpolacija i Bethovo svojstvo

Za kraj ostaje spomenuti jedan otvoreni problem vezan za logiku PDL. Oznac¢imo

s var(¢) skup propozicionalnih varijabli koje nastupaju u formuli ¢.

Definicija 11.1 (Craigova interpolacija). Normalna modalna logika A ima svoj-
stvo Craigove interpolacije ako za svaki par formula ¢ i ¥ za koje vrijedi ¢ Fp ¥
postoji formula x takva da je var(x) C var(¢) Nwvar(y) te da vrijedi ¢ b x i
X Fa .

Iako na prvi pogled izgleda prilicno tehnicko i nezanimljivo, svojstvo Craigove
interpolacije je vazno svojstvo koje logika moze imati. Ono se razmatra i u klasi¢noj
matematickoj logici. Jedan ¢lanak o pogledima na interpolaciju je [3]. Mi éemo
istaknuti vezu Craigove interpolacije s tzv. Bethovim svojstvom, takoder jednim
klasi¢nim svojstvom kojeg razmatramo u okvirima modalne logike, a koje govori o
implicitnim i eksplicitnim definicijama propozicionalnih varijabli.

Napomena u vezi notacije: ako Zelimo naglasiti da je var(¢) = {p1,...,pn},
pisemo ¢(py, ..., pn), ili kracée ¢(p) pri ¢emu je p'= (p1,...,Pn)-

Eksplicitna definicija propozicionalne varijable p je formula oblika x < p, pri
cemu p ¢ wvar(x). Implicitna definicija je formula ¢(p,q) ¢ija istinitost u stanju
w modela iz neke klase modela na jedinstven nacin odreduje istinitost varijable p
u istom stanju. Ovo mozemo reformulirati i sintakticki. U normalnoj modalnoj

logici A formula ¢(p, ¢) implicitno definira p ako vrijedi:
{¢(p7 (j)7 Qb(?”, (D} I_A p <.

Pritom je ¢(r, ¢) dobivena iz ¢(p, ¢) uniformnom supstitucijom p u r.

Definicija 11.2 (Bethovo svojstvo). Normalna modalna logika A ima Bethovo

svojstvo ako vrijedi sljedece. Pretpostavimo da je ¢(p, ) formula za koju vrijedi

{¢(p,(f),¢(7‘,cj)} l_A p =T
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Tada postoji formula x(¢) koja ne sadrzi varijablu p i za koju vrijedi

¢(p, @) Fa p = x(d).

Drugim rijec¢ima, Bethovo svojstvo kaze da ako mozemo propozicionalnu vari-
jablu p implicitno definirati, onda je mozemo i eksplicitno definirati. Primijetimo
da obrat tog svojstva uvijek vrijedi. Naime, ako je ¢(p,q) Fa p < x(q), onda je i
o(r, @) Fa r < x(§) pa svakako vrijedi

{6(p, @), d(r, @)} Fap < 1.

Zapravo, obrat Bethovog svojstva je opcenito poznat kao Padoaova metoda, a
koristi se kad zelimo dokazati da se neka propozicionalna varijabla ne moze eks-
plicitno definirati.

Veza Bethovog svojstva sa svojstvom Craigove interpolacije dana je sljede¢im

teoremom:

Teorem 11.3 (Maksimova). Neka je A normalna modalna logika. Tada A ima

svojstvo Craigove interpolacije ako i samo ako ima Bethovo svojstvo.
Dokaz. [13, str. 139-141]. O

Problem koji jos uvijek odolijeva pokusajima rjesavanja je odgovoriti ima li
PDL svojstvo Craigove interpolacije (a onda i Bethovo svojstvo). Generalno prev-
ladava misljenje da je odgovor potvrdan i bilo je ve¢ nekoliko dokaza za koje se
pokazalo da su pogresni. Isticemo [11, 12].

U knjizi [13] istaknuto je nekoliko djelomicénih rezultata. Jedan od njih je

sljededi:

Teorem 11.4. PDL ima svojstvo Craigove interpolacije ako i samo ako ga ima
PDL-test.

Dokaz. [13, str. 525-526]. O
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